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RESUMO

MORAES, Marcellus Guedes. F.. Modelagem Numérica de Processos de Separacao por
Membranas Via o Método dos Elementos Finitos. Dissertacdo (Mestrado em Tecnologia de
Processo Quimicos e Bioquimicos) — Escola de Quimica, Universidade Federal do Rio de

Janeiro, Rio de Janeiro, 2010.

A Fluidodinamica Computacional (FDC) pode fornecer informacdes tteis ao
desenvolvimento e aprimoramento dos processos de separacdo por membranas. O fendmeno de
transporte do fluido € de grande importincia para todos os processos de separacdo por
membranas pelo fato de estar intrinsicamente relacionado com o desempenho dos mddulos
destes processos. Juntamente a fluidodinamica, a transferéncia de massa também € influenciada
pelo mecanismo de transporte do soluto através da membrana. Este transporte pode ser
adequadamente descrito por FDC com as apropriadas condi¢des de contorno e, deste modo, a
simulacdo numérica permite obter os perfis de velocidade e concentragao adequadamente. O
fendmeno mais limitante para os processos de separacdo por membranas que utilizam gradiente
de pressdo € a polarizacdo da concentracdo. De modo a se predizer este fendmeno, expoe-se a
necessidade, portanto, de se combinar as equacdes para massa € momentum nas simulacdes. O
presente trabalho visa obter uma metodologia numérica baseada em elementos finitos para
predi¢ao das caracteristicas do escoamento e concentracdo no canal de alimentacdo de médulos
membranas planares. Para este propdsito, uma solu¢do numérica para o problema acoplado para
velocidade e concentracdo foi desenvolvido via o Método dos Elementos Finitos (MEF),
estabilizado por técnica de Petrov-Galerkin. A implementa¢do computacional foi dada em
Scilab, sendo o cédigo previamente validado com simulagdes para problemas benchmark em
duas dimensdes. O esquema iterativo adotado para o acoplamento velocidade-concentracao €
capaz de predizer de forma acurada o fendmeno da polarizacdo da concentragdo e o campo de
velocidade no canal da alimentacdo. Por fim, € apresentada uma forma adequada de se obter a
velocidade do permeado dependendo da queda de pressdo ao longo da dire¢do principal do
canal da alimentacdo. A modelagem numérica desenvolvida pode contribuir como ferramenta
para as andlises de engenharia e design destes processos de separacao.

Palavras-chave: Elementos Finitos; Polarizacdo da concentracdo; Modelagem numérica;
Fluidodinamica Computacional; Navier-Stokes; Advec¢ao-Difusdo; Processos de Separagao

por Membranas.
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ABSTRACT

MORAES, Marcellus Guedes. F.. Modelagem Numérica de Processos de Separacao por
Membranas Via o Método dos Elementos Finitos. Dissertacdo (Mestrado em Tecnologia de
Processo Quimicos e Bioquimicos) — Escola de Quimica, Universidade Federal do Rio de

Janeiro, Rio de Janeiro, 2010.

The Computational Fluid Dynamics (CFD) may provide useful information for the
development and improvement of a membrane separation process. The fluid transport
phenomenon is of great importance for all membrane separation processes since it is
intrinsically related with the performance of the membrane module. In addition to the fluid
dynamics role, the mass transfer in these processes is also influenced by the solute transport
mechanism across the membrane. The solute transport is suitably addressed by the use of the
CFD with the appropriate boundary conditions and, in this way, the numerical simulation allows
obtaining the velocity and concentration profile. The concentration polarization phenomenon
is the main limiting one in the pressure-driven membrane separation process, and exemplifies
this necessity of combining the mass and momentum equations in the simulations. The present
work is directed towards obtaining a finite element numerical scheme to predict the flow and
concentration characteristics in the feed channel of a planar membrane module. For this
purpose, a numerical solution for the coupled advection-diffusion and Navier-Stokes equations
was developed by a Finite Element Method (FEM) stabilized with an adequate choice of the
weight functions in a Petrov-Galerkin approach. The developed FEM code was previously
validated with the simulation of two-dimensional benchmark problems. The iterative scheme
adopted for velocity-concentration coupling is able to accurately predict the concentration
polarization and the velocity field in the feed channel. In addition, a suitable way to obtain the
permeation velocity depending on the pressure drop along the main flow direction is presented.
Therefore, the developed numerical modelling may provide a powerful tool in engineering
analysis and design of the membrane processes.

Keywords: Finite Elements; Concentration Polarization; Numerical modelling; Computational

Fluid Dynamics; Navier-Stokes; Advection-Diffusion; Membrane Separation Processes.
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1 INTRODUCAO

1.1 MOTIVACAO

Os processos de separagdo por membranas (PSM) se estabeleceram nas dltimas décadas
como uma tecnologia primaria para asseguramento da pureza, seguranca e efici€ncia de
tratamentos de agua, efluentes, bem como nas aplicagdes ao isolamento de proteinas e
polimeros de interesse para as industrias de alimentos e de biotecnologia.

Para estes processos, um dos fendmenos mais impactantes é a polarizacdo da
concentracdo, sendo intrinseco aos processos que utilizam gradiente de pressdo para a
permeacdo. Ela consiste no principal problema destes processos, por estar relacionada
principalmente a reducio da taxa de permeado. Isto se da devido as altas concentracdes de
soluto na superficie da membrana, de forma a definir regides em que estas concentradas sdo
elevadas “destacando-a” do seio da solugao restante.

A modelagem do escoamento e da polarizacdo da concentracdo nio € nova, sendo a
Fluidodinamica Computacional (FDC) uma importante ferramenta usada no desenvolvimento
destes processos (GHIDOSSI et al., 2006): a transferéncia de massa associada com a
polarizacdo da concentracdo € principalmente influenciada pela hidrodindmica que ocorre no
canal de alimentagdo (GERALDES, et al, 2001). Ha a necessidade, portanto, de se integrar a
FDC com condig¢des de contorno apropriadas que levam em consideracgdo o transporte do soluto.

Sendo assim, a complexidade dos modelos e de suas equacdes € reduzida pela utilizagao
das simulacdes numéricas, logo, resultando-se em um maior entendimento do processo, € maior
auxilio na minimizagdo da realizagdo de experimentos praticos para os moddulos das
membranas.

Dentre as classes de métodos numéricos que podem ser utilizados para a resolugdo deste
problema destaca-se o Método dos Elementos Finitos (MEF). A ideia de se subdividir um
sistema mais complexo em partes menores, de mais facil manipulagdo e conhecimento do
comportamento, por estar definido em um dominio menor, para depois se reconstruir o sistema
global, € muito presente na ldgica das ciéncias e engenharia (ZIENKWIECZ, et al., 2014). A
discretizagdo numérica das equacdes diferenciais podem ser resolvidas obtendo-se a solucao de

sistemas discretos — e tal abordagem € a realizada pelo MEF.



Para o caso em aplicacdes com FDC, mesmo com recentes avangos nos tltimos anos, o
método dos elementos finitos € historicamente pouco difundida, observando-se grande avango
em sua utilizacdo nas dltimas décadas. E notério o destaque da utilizacdo do MEF no poderoso
software de modelagem COMSOL Multiphysics® para a resolucdo numérica dos problemas. A
ainda total ndo popularizacdo do MEF para problemas de FDC se d4, talvez, pelo surgimento e
embasamento do MEF para problemas da mecénica de s6lidos e problemas estruturais ou de
mesma natureza. Sendo assim, quando da resoluc¢ao de problemas de escoamento que envolvem
a equagao de Navier-Stokes, matematicamente muito mais complicada do que os problemas,
em geral, elipticos que ganharam ‘“fama” para aplicacdes classicas do MEF, fez com que a
utilizagdo do MEF fosse menos atrativa com o passar dos anos (GRESHO e SANI, 1998).

Sem duvida, atualmente, o Método dos Volumes Finitos (MVF), desenvolvido
inicialmente por engenheiros mecanicos, € um dos principais métodos utilizados pela FDC para
aplicacdes aos problemas de engenharia, sendo o mais utilizado para os softwares mais
difundidos na area — dentre estes para FDC, o ANSYS® CFX ¢é um raro caso que se utiliza de
uma abordagem propria hibrida de elementos-finitos/volumes finitos. O ANSYS® Fluent, por
exemplo, utiliza a abordagem puramente via MVF para discretizagdo das equagdes de Navier-
Stokes. O MVF possui apelo mais voltado a engenharia e, com isto, o rigor matematico, do
ponto de vista de sua formulagdo, que se encontra junto ao MEF ndo é aqui observado
(GRESHO e SANI, 1998).

Uma grande vantagem do MEF em relacdo aos outros métodos é quando da aplicacdo
para geometrias mais complexas. Para problemas de fluidodindmica, com sua utilizacdo o
refinamento da malha é mais direto para regides onde o escoamento apresenta maiores
variacdes (ZIENKWIECZ, et al., 2014; DONEA e¢ HUERTA, 2003). A flexibilidade da
geometria permite a utilizacdo de componentes de velocidade em coordenadas cartesianas para
geometrias complexas arbitrarias, por exemplo (GRESHO, SANI, 1998).

Outras vantagens sdo observadas para utilizacdo do MEF frente ao MVF, como: a
melhor acuricia ao se lidar com as condi¢des de contorno de Dirichlet; se o operador diferencial
original € simétrico (auto-adjunto — conceito discutido em 2.2), a discretiza¢do via MEF para o

operador também serd simétrica (GRESHO, SANI, 1998).



1.2 OBJETIVOS

O principal objetivo deste trabalho € implementar computacionalmente via o MEF
aplicada a modelagem matematica para a simulagdo dos processos de separacao por membranas
planas. Dentre desse escopo, objetivos especificos sdo visados:

* Modelagem matematica para o canal de alimenta¢do, envolvendo a adequacio
das condic¢des de contorno apropriadas;

e Avaliacdo preliminar (validacdo) da implementacdo em Scilab utilizando-se
problemas benchmark;

* Obter forma adequada da discretizagdo via o MEF, bem como para estabiliza¢do
do termo advectivo das equagdes que regem os fendmenos, quando necessaria;

* Obter os campos de velocidade e concentragdo para o canal de alimentagdo a

diferentes condi¢des, variando-se os principais parametros de entrada.

Como resultado, espera-se a produ¢do de um codigo Scilab capaz de realizar adequada
modelagem numérica dos fendmenos de transporte que ocorrem nesses processos, mais
especificamente para a polarizacido da concentracdo. Espera-se obter uma forma bem imposta
para o acoplamento forte velocidade-concentracdo, realizando-se simulacdes a diferentes

condi¢des a fim de se avaliar o algoritmo e a estratégia numérica utilizada.

1.3 ESTRUTURA DO TEXTO

O trabalho foi dividido em 5 capitulos, com descri¢do nos paragrafos a seguir.

O Capitulo 1, Introdug¢do (presente capitulo), apresenta a motivagdo para o
desenvolvimento do trabalho bem como definem seus objetivos.

O Capitulo 2, Revisao Bibliografica, apresenta uma breve introducdo aos principais
assuntos abordados neste trabalho. Na Secdo 2.1, é apresentada uma breve introducdo aos
processos de separacdo por membranas, mostrando sua concepg¢ao e classificagdo adequada aos
propésitos desta dissertagdo. Na Secdo 2.2, discute-se acerca da modelagem da permeagdo para
as membranas, apresentando as principais teorias e equacionamento dos modelos, que serdao
utilizados para as equagdes da membrana (condicdo de contorno). Na Secdo 2.3, apresenta-se
brevemente o fendmeno da polarizacdo da concentracdo, caracteristico destes processos,

salientando-se a importancia de sua modelagem numérica. A Secdo 2.4 apresenta o estado da

3



arte para a utilizacao da fluidodindmica computacional, apresentando-se os trabalhos realizados
mais relevantes encontrados na literatura que abordam esta utiliza¢do. Nas Secdes 2.5,2.6 € 2.7
sdo dedicadas ao MEF e suas particularidades para os casos de solu¢do de escoamento e
problemas de adveccao-difusao em geral.

No Capitulo 3, Metodologia, é desenvolvida e detalhada a metodologia empregada para
a formulacdo e implementagdo computacional do MEF para os casos estudados, apresentando
as etapas bem definidas do método tanto para os casos benchmark quanto para o problema do
processo de separagdo por membranas.

No Capitulo 4, Resultados e Discussdo, os resultados obtidos para as diferentes
simulacdes, incluido seu pds-processamento sdo apresentados, analisados e comparados entre
si ou a solugdes encontradas na literatura e a solucdes analiticas, quando cabivel.

Por fim, no Capitulo 5, Conclusdes e Sugestdes, as principais conclusdes, contribui¢des

e sugestdes constituem o encerramento do trabalho.



2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

2.1 OS PROCESSOS DE SEPARACAO POR MEMBRANAS

Nas ultimas décadas, os PSM vém sendo adotados por diferentes setores da indudstria. A
grande maioria destes processos utilizam fluxo cruzado (ou tangencial, no caso de mddulos
cilindricos), no qual a separacdo € causada pela diferenca de pressdo entre as correntes de
alimentacdo e do permeado (ABDEL-RAHMAN et al., 2006).

Dentre os PSM que utilizam gradiente de pressdao como for¢a motriz, a utilizacdo de
diferentes tamanhos e distribuicdo de poros da membrana, bem como a natureza e tipo de
solutos empregados nos processos, sdo as caracteristicas determinantes para a escolha do
processo a ser utilizado (HABERT et al., 2006). Na Figura 2.1, apresentam-se os principais
processos em func¢do das faixas de tamanho dos poros empregados e ilustram-se as dimensoes
de algumas espécies presentes em correntes nos PSM. Para o processo de osmose reversa, as
membranas sdo tdo densas que poros permanentes ndo existem, como sera discutido a seguir

nesta secao.

Pseudomonas
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(3.7 A) Virus (0,28 um) Bactéria
H,0 Sacarose Hemoglobina  Influenza Staphylococcus
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|—
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Diametro do poro

Figura 2.1 — Classificac¢do dos principais PSM em funcdo da faixa de tamanho de poros da membrana. Adaptado
de Baker (2004).



Na pratica, os processos de microfiltracdo, ultrafiltragdo, nanofiltracdo e osmose reversa
sdo assim designados de acordo com o diferencial de pressio de operacdo (pressdo
transmembranar, TMP), utilizado para tal (BAKER, 2004; GERALDES et al., 2000). A pressao
de operagdo € relacionada com a caracteristica, principalmente tamanho, das espécies retidas e
dos poros da membrana.

Isto corrobora com o fato de que, mesmo que conceitualmente parecidos, os PSM sdo
expressivamente influenciados pelo diametro dos poros das membranas, impactando, além do
mecanismo tedrico, nas condi¢des operacionais destes processos. Por exemplo, € de se esperar
que, para propiciar a separacdo de espécies em cada vez menores dimensdes, uma TMP cada
vez maior serd demandada como for¢ca motriz destes processos (HABERT et al., 2006; BAKER
et al., 2004).

Por exemplo, os processos de ultrafiltracio (UF) sdo designados a retengdo de
macromoléculas, como proteinas e polimeros de interesse para as industrias de alimentos e de
biotecnologia (GERALDES et al., 2000; SECCHI et al., 1999; HUANG e MORRISEY, 1999;
GANGULY e BHATTACHARYA, 1994). Pela labilidade, complexidade e as baixas
concentracdes das correntes de alimentacao destas industrias, a UF se faz atrativa e necessaria
(HUANG e MORRISEY, 1999). J4 membranas de microfiltracdo (MF) sdo capazes de filtrar
particulas coloidais e bactérias na faixa de 0,1 a 10 um (BAKER, 2004).

A nanofiltracdo (NF) é designada a retencdo de moléculas organicas menores e de
alguns sais inorganicos (PINHO, et al., 2002; GERALDES et al., 2000). Sob a 6tica da fase da
membrana, fendbmenos mais complexos de permeacdo sdo observados principalmente devido a
dimensao nanométrica dos poros, que envolvem mecanismos de exclusio estéricos, elétricos e
dielétricos (GONZALEZ-ZAFRILLA, SANTAFE-MOROS, 2010; BOWEN e WELFOOT,
2002a). Os processos de nanofiltragdo vém sendo estudados como alternativa mais eficiente e
de menor custo a sistemas de purificacdo de 4gua (GERALDES et al., 2002).

As membranas de osmose reversa (OR) possuem maior capacidade de retencdo de ions
monovalentes, por possuirem menor tamanho de “poro” (SCHAEP et al., 1998). J4 com a
utilizacdo de membranas de NF, consegue-se a seletiva separacdo de ions monovalentes e
divalentes, o que proporciona interesse neste processo para remog¢ao de sulfato de dguas salinas
(SU et al., 2012). Comparativamente, as membranas de NF possuem como caracteristicas a alta
rejeicdo de fons polivalentes (maior que 99%); a baixa rejei¢do a fons monovalentes (0 a 70%);
alta rejeicdo de moléculas organicas entre 150 e 300 Da (VAN DER BRUGGEN e GEENS,

2008). Sob o ponto de vista das condi¢cdes do escoamento, a similaridade entre os processos de
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OR e NF permite que seja aplicavel abordagem proxima para a modelagem destes processos
(MA et al., 2004).

O processo de separacdo por OR aparece como alternativa de destaque para processos
de dessalinizacdo da dgua desde a década de 1960, com o grande atrativo da ndo dependéncia
de alta demanda energética, como ocorre com OS Processos que empregam evaporaciao
(GERALDES et. al., 2000). O trabalho de Sherwood, Brian e Fisher (1967), por exemplo, é um
dos pioneiros acerca da dessaliniza¢do de 4gua do mar utilizando OR, ressaltando a ainda ndo
comercialidade da OR, naquela época, para esse propdsito.

O interesse no desenvolvimento da NF tem inicio na década de 1970, pela busca do
desenvolvimento de membranas de osmose reversa (OR) que operassem a diferencas de pressao
menores, implicando em menores custos energéticos (VAN DER BRUGGEN e GEENS, 2008).
Sendo assim, as caracteristicas da NF ficam intermediarias as da UF e as da OR (BOWEN e
WELFOOQOT, 2002a; HILAL et al., 2004; SCHAEP et al., 1998).

Nos tltimos anos, a aplicagdo da NF vem sendo cada vez mais difundida em processos
de dessalinizagdo (HILAL et al., 2004), tratamento de adguas residuais (PINHO, et al., 2002;
RAUTENBACH et al., 1996), fracionamento de petroleo (HUSSAIN e AL-RAWAIJFEH,
2009), tratamento dguas de mineracdo (AL-RAWAIJFEH et al., 2012) e tratamento de dgua do

mar para recuperacao secundaria de petréleo (SU et al., 2012).

2.2 MODELAGEM DA PERMEACAO PARA OS PSM

Os PSM tém como propriedade controlar a permeacdo de espécies diferentes, a varidveis
taxas. O processo de permeacdo € discutido classicamente na literatura sob duas grandes classes
para esta abordagem: o modelo de solucdo-difusdo e o modelo de escoamento em poros
(BAKER, 2004; WANG et al., 2014; PAUL, 2004; WIJMANS et. al., 1995).

O modelo de solucdo-difusao € o mais empregado para processos de OR. Nesse modelo,
ha a dissolugdo dos solutos na membrana, seguida da difusdo dos mesmos por um gradiente de
concentracdo interior a membrana. A separagcdo, assim, ocorre tanto por diferenca de
solubilidade quanto por diferenca de mobilidade das espécies na superficie da membrana
(BAKER, 2004; PAUL, 2004).

No modelo de solucdo-difusdo, a separagdo entre as espécies € ditada, assim, pela

diferenca de solubilidade das mesmas na membrana, bem como pela taxa relativa com que as



espécies se difundem através da membrana. Para esse modelo, o volume livre, correspondente
aos poros, € transiente durante o processo difusivo — os volumes “aparecem” e “desaparecem”
— resultado do movimento térmico das moléculas de polimero constituinte da membrana, ao
mesmo tempo que o fluxo de permeado se da através da membrana (BAKER, 2004).

A simulacdo de dinamica molecular permite calcular a mudanga da posicdo de
determinada molécula do polimero. Assim, caso determinada espécie esteja localizada em
alguma cavidade formada entre as cadeias poliméricas, seu movimento pode ser calculado
(SMIT et al., 1992). A Figura 2.2 apresenta o resultado da simulacdo para molécula de CO; em
uma membrana de poli-imida do tipo 6FDA-4PDA, realizada por Smit et al. (1992). Em
determinado momento, a molécula de CO>, uma vez confinada em uma cavidade, consegue
avancar devido a um movimento térmico das cadeias poliméricas, permanecendo em outra
cavidade até que seja propiciado um novo “salto”. O cédlculo da simulagao € realizado diversas
vezes para se obter uma medida para o coeficiente de difusdo do CO2 por esta abordagem (SMIT

et al., 1992).

2.5
Fonte: Smit et al. (1992)
2-
Movimento na

_ “ ) cavidade
g Comprimento
= 57 -
s Movimento na do “salto
= cavidade
=
z
=

1

Salto
Tamanho da cavidade
0 T
0 100 200

Tempo de simulacao (ps)

Tamanho da
cavidade

Comprimento do “salto™

Figura 2.2 — Resultado da simulacdo molecular para o movimento do CO, em membrana de poli-imida (acima).
Detalhe da estrutura da membrana (abaixo a esquerda) e de esquema elucidativo do “salto” da molécula de uma
cavidade a outra. Adaptado de SMIT et al., 1992.
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Para 0 modelo de escoamento em poros, a abordagem utilizada € a da existéncia do
escoamento (adveccdo) dentro dos poros, determinado por um gradiente de pressdo. A
separagdo ocorreria pelo fato de algumas espécies serem retidas, sendo ‘“excluidas” do
escoamento, enquanto outras espécies passariam pelos poros, “continuadas” ao escoamento.
Portanto, o transporte molecular envolvido na separagdo pode ser mais bem descrito por um ou
outro modelo, dependendo das caracteristicas da membrana - principalmente pelo seu didmetro
dos poros.

A utilizagdo da simulagdo de dinamica molecular também € aplicavel ao mecanismo de
escoamento em poros em que as cavidades formadas pelas cadeias poliméricas sdo
consideravelmente maiores, de modo que o mecanismo de transporte, como dito, se torne
puramente advectivo entre os poros permanentes (BAKER, 2004).

O transporte através da membrana nos processos de UF e MF se descreve melhor pelo
modelo de escoamento em poros, ou seja, a membrana, analogamente, exerce a funcdo de
peneira, sendo um processo puramente advectivo e de exclusiao por tamanho.

Para o processo de osmose reversa, historicamente, o0 modelo de escoamento em poros
foi mais popular até meados da década de 1940, e, até meados de 1960-1970, havia debates
sobre qual modelo descreveria melhor este processo (BAKER, 2004; SOURIRAJAN, 1970).
Tal fato pode ser corroborado pela abordagem ‘“hibrida”, dita abordagem paralela, entre o
modelo de escoamento em poros e o difusivo utilizado no modelo de transporte de Sherwood,
Brian e Fisher (1967). Por volta de 1980, o modelo de solug¢ao-difusao foi aceito como mais
adequado para descrever o processo de OR (PAUL, 2004).

As membranas de processos de NF, por serem intermediérias entre UF e OR recaem
sobre ambos 0s modelos, possuindo uma abordagem intermediéria entre os modelos de solucdo-
difusdo e de escoamento em poros quanto a natureza do transporte através da membrana
(HUSSAIN, et al., 2008).

Para os processos de nanofiltragdo, o modelo mais adotado € o modelo poroso estérico
de Donnan (DSPM, Donnan-Steric Pore Model), baseado na equacdo de Nernst-Planck
Estendida. Neste modelo, efeitos elétricos (denominados efeitos de Donnan, resultado da
distribui¢do de cargas entre a membrana e os fons em solucdo) e estéricos sdo levados em
considera¢do de modo a determinar a seletividade da membrana a determinadas espécies i0nicas
(HUSSAIN, et al, 2008; BOWEN e WELFOOT, 2002a; LIU, 2010; GONZALEZ-
ZAFRILLA, SANTAFE-MOROS, 2010).



Outros fatores podem ser levados em considerac¢do na descri¢do de um melhor modelo
para a nanofiltragdo. Uma modificacio do modelo DSPM, o modelo DSPM-DE, inclui um
termo que se refere a exclusao dielétrica (DE). Esta exclusdo pode ser atribuida a dois principais
fatores, segundo Fadaei (2012): alteracdes na constante dielétrica do solvente, resultado do
confinamento nos poros da membrana (efeito Born). Este efeito se da pela variagdo da energia
de solvatacdo de determinado ion pela sua transferéncia do seio da solucao (bulk) para o interior
do poro; diferenca entre as constantes dielétricas da solu¢ao confinada e o material que compde
a membrana de NF.

Sob ponto de vista fenomenoldgico, a lei de Darcy € vélida para representar a velocidade

do permeado, v o através da membrana, para uma larga gama de PSM (PAK et al., 2008;

DAMAK et al., 2004; HABERT et al., 2006; BEIER, 2007) que utilizam gradiente de pressao

como forca motriz. Desta maneira:

v, = AAP (2.1)

Na Equacdo 2.1, A € constante de proporcionalidade relacionada a permeabilidade e
AP a diferenca de pressio através da membrana.

O modelo osmdético, apresentado na Equacdo 2.2, também pode ser utilizado para
descrever o fluxo de permeado através da membrana em PSM que utilizam gradiente de pressao

como forga motriz, desta vez o diferencial sendo representado por (AP —All).

v, =A(AP - A) (2.2)

Para estes tipos de processo — como UF e MF — a permeabilidade é fungdo das
caracteristicas da membrana como porosidade, didmetro médio dos poros, espessura da
membrana e, também da viscosidade da solu¢do (HABERT et al., 2006).

Sera demonstrado a seguir que a Equagdo 2.2 também pode ser aplicada para PSM em
que o modelo de solucao-difusdo € utilizado, a fim de se obter uma mesma equacdo para a
condi¢ao do fluxo de permeado através da membrana para todos os processos que utilizam o
gradiente de pressdo como forca motriz (HOEK, et al., 2014).

Esta abordagem unificada, portanto, pode ser utilizada quando da representatividade do

fluxo de permeado através da membrana como condi¢do de contorno para a modelagem e
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simulacdo ao longo dos canais dos moédulos de permeagdo para os PSM, independente da

natureza do mecanismo de transporte que mais se adequa sob uma 6tica dentro da membrana.
Para o modelo de solugéo-difusdo, o fluxo massico da espécie I, J,, pode ser descrito

pela lei da difus@o de Fick, admitindo-se que, na membrana, o fluxo se da apenas na dire¢do

normal a mesma (direcdo y):

J,=-D,—* (2.3)

Que, supondo variacdo linear da concentracdo ao longo da membrana, se mostra na

forma da Equacdo 2.4.

C. —C.
J, = D, (2.4)

Sendo c.

i,o(m

,a concentracio da espécie I adjacente a entrada da membrana (interface

com o lado da alimentacao); ¢, a concentracdo da espécie I adjacente a saida da membrana

i,p(m)
(interface com o lado do permeado) e /a espessura da membrana. Um diferencial de pressido

existe na interface do permeado, de P,, pressdo dentro da membrana (lado da alimentagdo) a
P,, pressdo da solugdo do permeado (lado do permeado).

Realizando-se a igualdade de potenciais quimicos para o lado do permeado, ou seja,
sabendo-se que, no equilibrio termodindmico, o potencial quimico do componente I adjacente
a saida da membrana (interface com o lado do permeado) € igual ao potencial quimico do

componente i na soluc¢do do lado do permeado:
/’Ii,p(m) = ﬂi,p (25)

Substituindo-se pelas expressdes apropriadas do potencial quimico para fluidos

incompressiveis e sem carga:

;Iin + RTln(J/l ‘xi,p(m)) +‘7i(B) - B,sat) =ILIi0 + RTln(%,Lp‘xi,p) +‘7i(Pp - B,sat) (26)

,p(m)
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Resultando-se em:

ln(yi,p(m)xi,p(m)) (P P)—ln(y X )

i,p~ri,p

Manipulando-se a expressdo de 2.7:

X vV
ln( yl,ll(fL’l) i,p(m) J ‘/z (P P )

}/i,pxi,p

i,pxi,p

g X. V.
yl,ﬂ(m) i,p(m) _eXp|: L:T(P -PpP )}

Pela definigdo da concentragdo para a espécie i:

¢, =m; PXx;
Como m, ,,, =m, ,:
i,p(m ci m ‘7
y’p(L) i £ :eXP{__l(Po _Pp):|
Vi Cip P RT

Viy P { V.
l m Ci, exp - : (Pg - P )j|
,p(m) [[ V,»,,,(m) p[, j P:| RT 4

Sendo o termo [M

;/i,p(m) IOp

se que:

V.
) _ Vi _
Ci ptmy = K, Cip exp{ RT (P, PP )}

2.7)

(2.8)

(2.9)

(2.10)

(2.11)

(2.12)

J definido como o coeficiente de sor¢do, K iL. Logo, resulta-

(2.13)
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Mais uma vez, no equilibrio termodinamico, hé a igualdade entre o potencial quimico
do componente ; adjacente a entrada da membrana (interface com o lado da alimentacio) e o

potencial quimico do componente i na solug@o do lado da alimentagdo:

(2.14)

Hiomy = Hio
M+ RTINY, %, ) +Vi(B, = B, ) = 4 + RTInG, %) +Vi(P, = P.,,) 215)

Simplificando-se a Equagdo 2.15:
N % o) =INGLX; ) (2.16)
Xiom) = Axi,o (2.17)

Viotm

Pela Equacdo 2.10 e utilizando-se da defini¢do de um coeficiente de sor¢do K/ :

Com = K7 €, (2.18)

As expressOes para as concentragdes adjacentes a membrana tanto do lado da

alimentacéo (c.

i,o(m)

—Equacio 2.18) quanto do lado do permeado (¢,

i,p(m)

—Equagdo 2.13) podem

ser substituidas na expressdo da lei de Fick, e:

V.
KFe |-{KFec. -——(P -P
[ 1 Cl,()] { 1 Cz,p eXp|: RT( o I’)i|} (219)

i i g

A Equacido 2.19 pode ser aplicada a qualquer componente ;. Considerando, para os
préximos passos, o componente ; sendo o solvente (componente mais abundante da mistura a

ser separada), € possivel simplificar a expressdo para J,, o fluxo de solvente através da

membrana.
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No equilibrio osmético —ou seja, (P, — P,) = All, o fluxo de dgua através da membrana

€ nulo. Assim:

D.K* V.
J == . —¢ -——AM|}=0 2.20
1 g {Ct,o Cz,p eXp|: RT :|} ( )

Explicitando-se ¢, ,:

\%4
c. =c. exp| ——Al 2.21
i,p i0 p|:RT :| ( )

A pressdo osmotica € dependente da concentrag@o, e o valor de ¢, , expresso na Equagdo

N

2.21 € correspondente a condi¢do de equilibrio osmoético. Para o equilibrio osmdtico,

substituindo-se a Equac¢do 2.21 na Equacgao 2.19:

D.K:c

_ i Y0 _ _E _
Ji=—— {1 exp{ RT(AP An)} (2.22)

Sendo AP=PF — P o diferencial de pressdo através da membrana, TMP.

V.
Definindo-se & :{R_IT (AP - Aﬂ)} , a Equacdo 2.22 resulta em:

DiKiLCio
J‘ :—’[
14

l

1= exp (=€) (2.23)

A Equacdo 2.23 pode ser simplificada, pois é € consideravelmente pequeno para a
maioria dos processos de osmose reversa. Portanto, adotando-se a simplificacio de que

1-exp (=¢) - &£,quando & - 0.

A Equacio 2.24 representa uma boa aproximagao para o fluxo J,:
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DK/¢c,V,
J, =2 Gl (Ap - AM) (2.24)
(RT

Kie V.

i 01

Sendo definida a constante de permeabilidade A’ = — kT

O fluxo de permeado através da membrana, J,, pode ser aproximado pelo fluxo de

solvente J, em sistemas diluidos, visto que o volume de solu¢do pode ser de maneira bastante

razoavel aproximado ao volume de dgua (MERTEN, 1963). Esta aproximacdo é valida visto
que o permeado € uma solucdo diluida, ou, quando da rejei¢do total da membrana a passagem
do soluto, o permeado ndo possuird 0 mesmo em sua composicao. Logo:
J.=J,=A"(aP-0n)

(2.25)
Sendo a drea da membrana constante, modificando-se a expressao para termos da

velocidade do permeado:
v, = A(aP-an) (2.26)

A Equacdo 2.26 ¢é idéntica a Equagdo 2.2, o que permite a conclusdo de sua validade em
uma abordagem unificada para os processos de MF, UF, NF e OR (HABERT et al., 2006). A
diferenca est4 na dependéncia da permeabilidade A . Para o caso de membranas densas, como
no caso da OR, e também para a maioria dos casos de NF, descritos pelo modelo de solugdo-
difusdo, a permeabilidade € funcdo dos coeficientes de solubilidade e difusdo do soluto na
membrana polimérica (HABERT et al., 2006; MERTEN, 1963). A Tabela 2.1 resume a
utilizagdo da abordagem unificada para os PSM que utilizam o gradiente de pressao como forca

motriz.

Tabela 2.1 — Abordagem unificada pelo modelo osmético: dependéncia da permeabilidade A

ABORDAGEM UNIFICADA PELO MODELO OSMOTICO v, = A(AP - Al)

MODELO DE TRANSPORTE p 5
ATRAVES DA MEMBRANA PSM APLICAVEIS DEPENDENCIA DE A
Escoamento em poros MF, UF e alguns NF A= f(e,r Q)
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Solugao-difusio OR e NF A=fU,D, KL)

Nos PSM, a membrana atua seletivamente a determinada espécie ; e a defini¢do do fator

de rejeicao da espécie i, f

r

;» fornece uma medida da seletividade destes processos a

determinado componente.

- ci,p
fri=l——= (2.27)

i0
O fator de rejeicdo f ;€ dito caracteristico a membrana utilizada, sob determinadas

condic¢des de operacao do processo, sendo, portanto, uma constante caracteristica a seletividade
da membrana a espécie i (GERALDES, et al., 2000; PINHO, et al., 2002).
Este fator, mais especificamente, é também conhecido como fator de rejei¢ao aparente,

em ordem de possibilitar a defini¢do de outro fator de rejeigdo, f,;, denominado fator de

rejeicdo intrinseco (GERALDES, et al., 2000):
S == (2.28)

Quando toda a espécie ;se mantém do lado da alimentagdo, ou seja, ndo atravessa a

membrana, se tem um processo de rejei¢ao perfeita, total, a esta espécie. Assim, ambos f ;e
/. sdo iguais a unidade.
A adocdo de f, para a modelagem matemética do processo € mais adequada, visto sua

utilizacdo na descricdo do balanco de massa através da membrana (utilizado como condicio de

contorno), como € discutido posteriormente.

2.3 O FENOMENO DA POLARIZACAO DE CONCENTRACAO

Quando da passagem da solucdo do lado da alimentacdo para o lado do permeado, ou

seja, atravessando a membrana, pela seletividade do processo, hd um aumento da concentracdo
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das espécies mais rejeitadas, e, portanto, retidas, proximo a superficie da membrana (HABERT
et al., 2006; BAKER, 2004).

Exemplificando-se para o soluto i, devido a este aumento proximo a superficie da
membrana, pela diferenca das concentragdes prOxima a mesma e no seio da solu¢do de
alimentacao, ocorre a difusdao do soluto, no sentido da membrana ao seio da solucdo. Para os
PSM que operam em regime tangencial, ou seja, fluxo cruzado (cross flow filtration), portanto,

dois fendmenos concomitantemente ocorrem (HABERT et al., 2006; ABDEL-RAHMAN et
al., 2006):

1) Transporte de soluto do seio da solu¢do de alimentacdo em dire¢do a membrana,
puramente advectivo, devido ao escoamento de solvente através da membrana;
2) Transporte de soluto da regido adjacente a membrana em direcdo ao seio da solucio

de alimentagdo, puramente difusivo.

Como resultado desses, hd o desenvolvimento de um perfil de concentracdo de ;i em
regime permanente, definindo o fendmeno chamado de polarizacio de concentracdo
(HABERT, et al., 2006; BAKER, 2004).

A polarizagdo da concentra¢io € um fendmeno altamente associado aos PSM, impondo
uma resisténcia adicional a transferéncia de massa do solvente através da membrana. Este
fenomeno € responsdvel por alguns problemas operacionais que possam vir a ocorrer nos
processos, como a reducao do fluxo de permeado e a diminui¢do do fator de rejei¢cao do soluto
(BAKER, 2004; MA et al., 2004; BELFORT,1989). A menos que a solu¢do do lado da
alimentacao esteja perfeitamente agitada, este gradiente de concentragdo € formado na regidao
proéxima a membrana afetando o desempenho do processo (BAKER, 2004). Para os processos
que utilizam placas planas enroladas em modulos espirais (spiral-wound membrane modules),
a polarizagao € bastante pronunciada, visto que os médulos s@o compactos e se possui alta razao
entre a area de permeacao pelo volume do médulo (GERALDES, et al., 2000).

Modelos classicos da transferéncia de massa, como o modelo das resisténcias, aplicado
a interface (membrana), ou a teoria do filme, utilizando-se do conceito da camada limite, sao
frequentemente utilizados (BAKER, 2004; BIRD, et al., 2004). Principalmente, para explicar
os dados experimentais para a polarizacdo de concentragdo, a teoria do filme € utilizada na
literatura, porém se baseia em muitas simplificagdes, ndo se adequando a todos os experimentos

em PSM (BAKER, 2004; PARIS, et al., 2002).
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Para a concepcao da teoria do filme, o transporte por difusdo axial de i, € negligenciado.
Kovasin (2002) relata que a ndo consideragdo deste efeito pode resultar na obtencdo de um
perfil de concentracdo de i mais disperso proximo a membrana. Geraldes (2000) ressalta que
as simplifica¢cdes decorrentes da teoria do filme podem ser ndo realisticas para muitos PSM que
possuem a pressdo como forca motriz.

Outra simplificacao decorrente da utiliza¢io da teoria do filme € a impossibilidade de
predizer a influéncia do comprimento da membrana sobre o fluxo do permeado, visto que este
¢ avaliado ao longo de todo o comprimento para este modelo (PARIS, 2002).

A utilizagdo de correlagdes empiricas para a transferéncia de massa, de modo a elucidar
o fendmeno da polarizagdo de concentracdo, sdo geralmente adequadas para fluxos baixos de
transferéncia de massa e paredes impermeaveis. A primeira hipotese nio € valida para o caso
dos processos de NF e OR, onde se utilizam pressdes mais elevadas e, consequentemente,
maiores fluxos de permeado; a dltima hipdtese pode, mais uma vez, ser severa demais para os
PSM, visto a permeabilidade seletiva das membranas (GERALDES, et al., 2000).

O controle pratico da polarizacdo de concentragdo pode ser feito aumentando-se a
turbuléncia, por promotores no canal de alimentacdo dos PSM. A melhor maneira de se
minimizar os efeitos adversos da polarizacdo diz respeito, pois, a otimizacdo do projeto dos
modulos dos PSM, mais especificamente na escolha do material e geometria dos espacadores
utilizados para suportar os canais, bem como para promover devida agitacdo (MA, et al.; 2004;
BAKER, 2004; GURRERI et al., 2014). Os espacadores sdo elementos intrinsecos, portanto,
aos processos com moddulos espirais, pois sdo responsaveis, por, primeiramente, manter o
espaco entre as folhas de membranas (PARK e KIM, 2013).

Na literatura, poucos trabalhos sdo direcionados a apresentar estas propostas de
melhoria, muito devido ao fato do conhecimento estar retido nas companhias que fabricam os
modulos para os PSM (BAKER, 2004).

Em suma, formas de obter melhor predicdo dos fendmenos envolvidos pela
transferéncia de massa nos canais de alimentacdo dos PSM sdo necessarias. A utilizacao da
Fluidodinamica Computacional (FDC), acoplada a modelagem matemética da transferéncia de
massa se mostra como a principal ferramenta para isto. Através desta abordagem, € possivel a
obtencao de simulagdes com acoplamento velocidade-concentracdo, possibilitando elucidar o
fendmeno da polarizacido da concentracdo sem simplificagdes tanto quanto rigidas (GHIDOSSI,

et al., 2006; WILEY e FLETCHER, 2003; LABASTIDA et al., 2016).
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Portanto, a utilizacdo da FDC pode fornecer informagdes valiosas para o
desenvolvimento e aprimoramento dos PSM, sendo o recente desenvolvimento e crescente
nimero de aplicacdes para os PSM a causa para o aparecimento, cada vez mais, de novas
tecnologias (PAK, et al., 2008). Na se¢do 2.4, discutir-se-ao os principais trabalhos da literatura

que utilizaram esta ferramenta para a modelagem dos fendmenos nos PSM.

2.4 FLUIDODINAMICA COMPUTACIONAL E OS PSM

Inicialmente, a investigacao dos fendmenos em processos que envolvem a presenca de
parede porosa, se deu na tentativa de obtengcdo de solugdes analiticas somente para o
escoamento (perfil de velocidades e pressdo). Desde a década de 60, muitos trabalhos
enfatizaram a preocupag¢do em se elucidar o escoamento e influéncias hidrodindmicas no
processo de transferéncia de massa para o processo de separacao por membranas (BERMAN,
1953; SHERWOOD et al., 1967; GOLDSTEIN et al., 1970).

Berman (1953) apresentou a primeira analise completa do escoamento entre placas
porosas, através da obtencdo de formas adequadas das equagdes do momentum e da funcdo de

corrente {/ para escoamento viscoso e incompressivel, a determinada constante Re ,, que pode

ser encarada sob a forma de um ndmero de Reynolds para a parede porosa:

Re, =hv,, /I/ (2.29)

Sendo v b0 @ velocidade inicial do permeado, que, para o estudo de Berman (1953), é
assumida constante ao longo de toda a parede (v, = v, ;); h a distancia entre as paredes porosas;
v a viscosidade cinematica do fluido).

Com expressdo adequada para ¢ em termos de uma funcdo f(A) qualquer, sendo,
A =y/h o parametro de distincia (distancia vertical adimensional), Berman (1953), ap0s as

devidas simplificacdes e manipulacdes das equacdes de Navier-Stokes e das condigdes de
contorno, obtém uma EDO de terceira ordem ndo linear, utilizando para resolucdo deste

problema métodos de perturbagcdo. Para estes métodos, a constante Re » foi utilizada como

parametro de perturbacdo.
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Para esta solugdo, constatou-se que a presenca das paredes porosas faz com que desvios
do perfil de velocidades sejam observados quando comparados ao escoamento de Poiseuille,
apresentando um perfil de velocidades mais achatado que o parabdlico de Poiseuille no centro
do canal entre as paredes porosas e mais ingreme proximo destas paredes.

A solu¢do de Berman é utilizada classicamente para comparacdo dos resultados
numéricos para o problema do escoamento em canal entre duas placas porosas (Figura 2.3),
sendo este caso um clissico problema padrdao muito utilizado para verificar a acuricia das
rotinas numéricas em FDC (GERALDES et al., 2000; MOUSSY e SNIDER, 2009; GHIDOSSI
et al., 2006; HUANG e MORRISSEY, 1999; ABDEL-RAHMAN et al., 200; KOZINSKI et al.,

1970).
I 1 T T T
F \ Membrana

Lado da alimentagdo

L‘ c / Membrana

R

Lado do permeado

Figura 2.3 - Modelo esquematico para canal entre duas membranas

De modo semelhante ao método de solucdo de Berman, as seguintes expressoes sao
utilizadas para expressar as componentes u € v em fung¢do da posi¢do x e A (distancia vertical
adimensional, A = y/ h) para o caso de uma tnica parede porosa, conforme o dominio descrito

pela Figura 2.4 (KLEINSTREUER e PALLER, 1983; GRANGER et al., 1986; HUANG e
MORRISSEY, 1999):

u(x, ) :(U —%vpj{m ~6 +R7—ZW(—32/1 +81P ~1051 +84F —28/]6)}
(2.30)
v(xA)=v, [3/12 —ox +%(—16A2 F2TH =218 +141 —4/17)}
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I
u, \
—_—

Parede

c Lado da alimentagéo
——. | () h
- c,
_ L/

[ L/ ¢ Membrana
y im /

|l [, T T 1t 1

Lado do permeado

Figura 2.4 - Modelo esquematico para canal entre membrana e parede (placa impermeavel)

A representacdo do dominio do problema (Figura 2.4) para um canal entre duas paredes
(membrana e parede impermeavel) € majoritariamente dado pela configuracao do tipo “fenda”,
em que as paredes sdo aproximadas por placas paralelas de largura muito maior que a altura
entre as placas, permitindo a simplificacdo da simulacdo em duas dimensdes. Este modelo
esquematico € o mais utilizado para otimizacdo de modulos industriais para PSM (Ghidossi et
al., 2006).

Yuan e Finkelstein (1956) foram pioneiros na investiga¢do de solucao analitica também
para os casos de injecdo pela parede porosa, a fim de obter solucdo exata para as equagdes de
Navier-Stokes (ap6s devidas simplificacdes) em coordenadas cilindricas. Assim como para a
solucdo de Berman, com artificio da defini¢ao apropriada da fun¢do de corrente, uma EDO de
terceira ordem ndo linear é obtida e resolvida conjuntamente com as devidas condi¢des de
contorno, também por método de perturbacdo. Expressoes diferentes para valores pequenos e
grandes de Re , (A) foram obtidas. Uma importante aplicacio desta investigacdo, a luz de sua
época, seria no estudo do controle do desenvolvimento da camada limite, possibilitando a
reducio do arrasto e aumento da sustentacdo em voo para asas de aeroplanos.

Brian (1965) adotou uma forma diferenciada para representar a condicao de contorno
para a velocidade do permeado, baseado no modelo osmoético para OR. Esta notacdo insere o
parametro S , util sob o ponto de vista numérico, de modo a retirar as dependéncias especificas
da pressdo osmotica com a concentragdo, intrinsecas a cada sistema. Wiley e Fletcher (2002)

reescrevem a expressdo de Brian (1965) da seguinte maneira:

Vv, =V, 1—,8(—’"—1} (2.31)
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A seguir, apresenta-se a manipulag@o algébrica em vista de elucidar a equivaléncia entre
a Equacdo 2.31 para a condicdo de contorno da membrana para a velocidade de permeado e a
forma classica adotada pelo modelo osmoético (Equacao 2.2).

Incialmente, para a validade da Equacao 2.31, admitiu-se a validade da equacao de Van’t

Hoff, em que a pressdo osmdtica é diretamente proporcional a concentragao:
M=RTc=kc (2.32)

Sendo k a constante de proporcionalidade, mais convenientemente definida para o

proposito deste trabalho sob a seguinte notacao:
k=— (2.33)

Em que o indice “0” refere-se a condi¢do inicial, na entrada do canal de alimentacdo

(quando x =0 ). Logo:
An=n,-n, =klc,-c,) (2.34)

Sendo, por simplicidade de notacdo, adotado ¢, como a concentracdo da espécie I

adjacente a entrada da membrana (interface com o lado da alimentag¢do), anteriormente

denominada c

i,0(m)

(Equacao 2.4). Analogamente ¢ sera denotado por c,, concentra¢do da

i,p(m)
espécie I na saida do processo (lado do permeado). Assim, pode-se definir a partir da Equagio

2.28 o fator de rejei¢ao intrinseco pela Equacao 2.35.
c
e (2.35)

Assumindo-se f'como constante, intrinseco a membrana utilizada e substituindo-se

2.35em 2.34:
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AN =N, -N,=kfc, (2.36)
Para o modelo osmético simplificado, portanto:
v =AlP-kfc) (237)

Explicitando-se a definicdo de k (Equacdo 2.33) na Equagao 2.36:

v, :A(AP—I'IO fc—j (2.38)
C

0

Especificamente para o inicio da membrana (x = 0 ):

V,o =AWDBF —k f'c)) (2.39)
Pela Equacdo 2.33:
v,o = AR, - f'AN) (2.40)

Considerando-se, nesse momento, que a TMP possa ser praticamente constante,

AP = AF,, dividindo-se a Equacdo 2.38 pela Equacdo 2.40 e ordenando-se:

c
£, =,
R/ 2 (2.41)
Voo AR, - f'M, .
Definindo-se g :
__Jn
B= AP—f'OI'I (2.42)
0
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A constante B pode ser encarada como uma medida da fracdo da for¢a motriz por
pressdo que € representada pela pressdo osmdtica da alimentacio (BRIAN, 1965). Assim,

obtém-se a Equagdo 2.43, idéntica a Equagdo 2.31 ao explicitar v,. Assumindo-se AP = AF,;:

Yoo 3("_'11_1} (2.43)

A expressao fornecida pela Equagdo 2.31 € utilizada, como ja mencionado, por Wiley e
Fletcher (2002, 2003), e também por Abdel-Rahman et al. (2006) em suas simula¢des. Além de

ser uma maneira mais pratica, em termos da solu¢do numérica — pela utilizacdo de B — retira-

se também a dependéncia explicita da defini¢do de AP, diferencial pressdo de operagdao do

processo (TMP), ao introduzir a velocidade inicial do permeado v, ;. Do ponto de vista das
simulagdes, v, , pode se dar, mais apropriadamente, definida na forma adimensional por Re , ,

, 0 que facilita a comparagdo as solugdes analiticas ja desenvolvidas. Vale ressaltar que, pela
definicdo da constante S ,equacdo2.42, B = B (AP, f'),sendoambos AP e f' sdo fun¢des
da posicao axial (x). Nos trabalhos de Brian (1965), Wiley e Fletcher (2002, 2003) e Abdel-
Rahman et al. (2006), como mostrado no desenvolvimento da expressdo dada pela Equagdo

2.43, AP e f' sdo constantes ao longo de toda a membrana (posi¢ao axial).
Analisando-se do ponto de vista fisico, o termo [ [(cm / co)— 1] representa a queda do

fluxo de permeado devido a polariza¢do da concentracdo na superficie da membrana.

Brian (1965) utiliza-a para avaliar e comparar diferentes fatores de rejei¢ao, bem como
solugdes quando a velocidade do permeado € dita constante (B =0) e variavel (8#0). A
predicao do perfil de concentracdes em seu trabalho se deu utilizando diferencas finitas para as
simulacdes; o perfil de velocidades foi assumido simplificando-se as expressoes para y e v da
solucdo de Berman.

Terrill e Thomas (1969) realizaram a primeira revisao para a solu¢io do escoamento em
fluxo laminar em tubos com parede porosa, em sua época, a fim de obter uma analise completa
do que vinha sendo desenvolvido tanto numericamente quanto analiticamente. Foram
apresentados métodos de solucdo apenas para o caso de fluxo constante de permeado — tanto
para inje¢do quanto para suc¢do — sendo reportado a validade de solugdes analiticas mais

aproximadas, quando dos fluxos baixos através da parede porosa. A inje¢do ocorre quando o
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escoamento transversal se d4 no sentido de dentro do canal para fora da membrana, através
desta; a suc¢do quando o escoamento transversal se dd no sentido de fora da membrana para
dentro do canal, através desta. Para os PSM em fluxo cruzado, a condi¢do € injecdo, definindo-
se o fluxo do lado da alimentac¢do para o lado do permeado (Figuras 2.3 € 2.4).

Kozinski et al. (1970) realizou, por meio de analise de Fourier, a extensdo da utilizacao
das solu¢des analiticas para o caso de velocidade do permeado variavel ao longo da membrana.
Seu desenvolvimento analitico se deu tanto para o escoamento entre canal por placas porosas
paralelas (denominado escoamento entre fenda), adequada para moédulos espirais, quanto para
escoamento em tubo com parede porosa, adequada para médulos com membranas de fibra oca.

O desenvolvimento analitico, apresentado até entdo, referia-se mais a compreensao do
escoamento pela presenca da parede poroso (membrana). Um dos primeiros modelos analiticos
utilizados para predi¢do da polarizacdo da concentracdo foi desenvolvido por Srinivassan e
Chien (1970), que propuseram um modelo simplificado para processos de OR.

Granger et al. (1989) obtiveram solug¢do analitica para o perfil de velocidades
(componentes axial e transversal) e pressdo para escoamento em canal retangular com parede
porosa. Diferentemente da solugdo analitica de Berman (1953), a solugao analitica apresentada
nesse trabalho leva em consideracdo que o fluxo através da membrana varia com o comprimento
do canal. Para canais muito longos com membranas de alta permeabilidade, comparando-se a
solucdo de Berman (1953), ha consideravel diferenga nos resultados obtidos. Como conclusao
desse trabalho, identificou-se a potencial aplicagdo das expressdes obtidas para os perfis nos
processos de UF e OR.

Ganguly e Bhattacharya (1994) desenvolveram predi¢ao do fluxo e desenvolvimento do
perfil de concentracdo em célula radial assimétrica de fluxo cruzado para UF. Os perfis de
velocidade nao foram resolvidos numericamente e, assim, solucdes analiticas foram utilizadas.
Pela diferenca do dominio (o canal para este caso é um cilindro de didmetro bem maior que sua
altura, e a solucao de alimentac¢do inserida ao centro), técnica de perturbacio similar a realizada

por Berman (1953) foi realizada, definindo-se adequadamente a funcdo de corrente y para

satisfazer a equagdo da continuidade. De posse das expressdes de » e v desenvolvidas, os
autores a utilizaram juntamente com a equacao da adveccdo-difusao (conservacdo de massa)
para a espécie de interesse e adequadas condi¢des de contorno. A difusao radial foi desprezada.
Numericamente, a concentragdo foi resolvida por colocacdo ortogonal para a direcdo radial,
sendo o conjunto de EDO obtidos a partir da EDP original (advec¢do-difusio) resolvido por

método de diferencas finitas utilizando correcao de Newton, para maior ordem de convergéncia.
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Bhattacharya e Hwang (1997) realizaram embasamento tedrico para descricdo do
fendmeno da polarizacdo por concentracdo, utilizando-se da teoria da camada limite e
adotando-se em sua formulacdo um nimero de Péclet modificado. Neste modelo analitico, os
autores definiram o numero de Péclet como a razdo entre a velocidade advectiva (normal a
membrana, representada pela razdo entre o fluxo total e a concentracdo total através da mesma)
e a velocidade difusiva dentro da camada limite (representada pela razdo entre a difusividade e
a espessura da camada limite, que, por defini¢do, expressa o coeficiente de transferéncia de
massa). Vale ressaltar a inadequacdo dos modelos analiticos frente aos PSM, oriunda de suas
simplificacdes dos fendmenos, ndo representando estes processos sob ponto de vista pratico
(MA et al., 2004).

Os modelos analiticos, portanto, se baseiam em suposi¢cdes e simplificagdes,
principalmente no que diz respeito a ndo resolucdo numérica das equagdes de Navier-Stokes
para o escoamento — dai a crescente necessidade da utilizagdo dos modelos numéricos por FDC
desde entio (RATNAYAKE e BAO, 2017). Nassehi (1998) utilizou a lei de Darcy para
representar as condi¢des de contorno da parede porosa em suas simulagdes, via o Método dos
Elementos Finitos (MEF), para a solucdo numérica somente da velocidade. A utilizacdo do
MEF em suas simulagdes apresentou maior robustez para as simulagdes, quando comparado a
trabalhos anteriores. Rahimi et al. (2005) também utilizaram a lei de Darcy — na forma do
modelo das resisténcias — em suas simulacdes numéricas, obtendo boa concordancia com dados
experimentais obtidos por célula de fluxo cruzado desenvolvida pelos autores.

Secchi et al. (1999) realizaram simula¢do numérica para o processo de UF utilizando
membranas de fibra oca. Na modelagem, foram levados em consideracdo tanto o fendmeno da
polarizacdo da concentragdo como da adsor¢do. Admitiu-se, para o perfil de velocidades,
solucdo analitica obtida através de técnicas de perturbagdo para a resolugdo das equacdes de
Navier-Stokes sob as devidas simplificacoes. O modelo de transporte osmoético foi adotado,
Equacgdo 2.2, considerando-se a abordagem de resisténcias para a expressao da constante de
permeabilidade. Os autores, com esta abordagem, utilizaram-se de dois fatores para expressao
da resisténcia, um deles englobando todas as resisténcias da membrana e, em outra parcela, a
resisténcia pela adsor¢do, melhorando-se a predicao dos resultados pela incorporagao de tal
fenomeno. Ademais, neste trabalho, foi considerado o efeito da variacdo da pressdo ao longo
do escoamento, considerando-se um perfil de pressdo linear ao longo do comprimento da fibra.

Mesmo que ndo resolvido numericamente, esta simplificacdo € razoavel para estes processos,
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0 que possibilita maior acuricia ao se variar o termo AP ao longo de toda membrana (direcdo
x).

Huang e Morrissey (1999) foram pioneiros na utilizagdo do método dos elementos
finitos para predi¢ao do perfil de concentracdes e simulacdo da polarizagao de concentragao
para UF. Para o dominio, representado na Figura 2.4, a resolu¢do das equacgdes de Navier-
Stokes e da adveccao-difusao foi realizada, porém negligenciando-se a difusdo na dire¢do x. O
modelo osmético foi utilizado, de modo a se obter condi¢do de contorno para a velocidade na
membrana. Os autores ndo reportam nenhuma necessidade da utiliza¢do de estabilizacdo ao
método dos elementos finitos, declarando a utilizacdo do método dos elementos finitos de
Galerkin (MEFG) em sua forma cléassica através do pacote computacional Pdease2D ™,
provavelmente pela malha bastante refinada nas simulacdes (até 21762 nds). A pressao
osmotica foi representada como polindmio de terceiro grau em funcdo da concentracdo

adjacente a membrana, obtendo-se um problema fortemente acoplado:

AM=g c+a,c +a,c’ Uy=0 (2.44)

Através do método criado nesse trabalho, Huang e Morrissey (1999) também mostraram
a influéncia do coeficiente de difusdo para a espessura da camada limite de concentracdo
desenvolvida. Para dado fluxo de permeado, sugere-se uma relagcao linear entre o coeficiente
de difusdo e a espessura da camada limite, o que é concordado pela teoria classica do filme.
Assim, a utilizacdo do modelo ¢ valida para determinagdo do coeficiente de transferéncia de
massa, parametro importante para criacao e analise de processos de filtracao (GHIDOSSI et al.,
2006).

Geraldes et al. (2000) utilizaram diferentes condi¢des de operacdo para diferentes
processos de NF e OR por mddulos espirais para predi¢do da polarizacdo da concentragdo,
resolvendo-se ambos perfis de velocidade e concentracdo nas simulagdes utilizando o método
SIMPLE de volumes finitos para as simulagdes para o canal de alimentagdao. Foram utilizados
para comparacdo trés esquemas de discretizacdo das equagdes governantes para momentum €
massa, sendo o esquema hibrido o mais adequado para os casos estudados. O esquema hibrido
de discretizacdo consiste em estratégia que: para o computo do fluxo convectivo alterna em sua
utilizacdo métodos de primeira ordem (diferencas adiantadas — upwind) e de segunda ordem
(diferencas centrais), de acordo com o valor do nimero de Péclet para determinado volume;

para o computo do fluxo difusivo, utiliza-se 0 método de diferencas centrais se o valor absoluto
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do nimero de Péclet para determinado volume € menor que dois, negligenciando-se o fluxo
difusivo quando maior que dois. O modelo, inicialmente, € utilizado para o caso de canal entre
duas membranas, de modo a comparar os resultados numéricos com a solu¢ao de Berman.
Posteriormente, utilizaram-se as simulagdes para predi¢ao dos fatores de rejeic@o para diversas
condi¢des de operacdo, obtendo-se bons resultados quando comparados aos resultados
experimentais obtidos pelos autores.

Geraldes et al. (2001, 2002) estendeu a utilizacdo do modelo desenvolvido em seu
trabalho anterior para o caso de propriedades ndo constantes do fluido. Mais uma vez, o
interesse se deu na predicdo do fator de rejeicio e do fluxo de permeado. E notério que os
trabalhos de Geraldes et al. (2000, 2001, 2002) possuem grande apelo experimental, pelas
diferentes condi¢des simuladas e realizadas como experimento. Nesses trabalhos, porém, os
autores assumem que a velocidade do permeado € constante ao longo da membrana, ndo
considerando o efeito adverso do aumento da concentracdo nesse sentido, como o dado pela
Equacdo 2.31. Sendo assim, do ponto de vista da modelagem numérica proposta, o acoplamento
velocidade-concentracdo € fraco, visto que a velocidade na membrana, constante, ndo depende
do conjunto de valores para concentracdo na mesma. Somente a concentragdo na membrana
depende da velocidade do permeado, avaliada pela condicao de contorno resultante do balanco
de massa (entre os fluxos convectivo e difusivo) através da membrana para a espécie de
interesse.

Quando a fenda consiste em um canal livre (como o da Figura 2.4), o escoamento
laminar se torna completamente desenvolvido nos primeiros estagios (comprimento inicial do
processo), como concluido por Geraldes et al. (2002), para um canal de dimensdao

200 mm x 20 mm . Sendo assim, a resisténcia a transferéncia de massa rapidamente se torna

elevada, bem como os problemas oriundos da polarizacdo da concentragdo, como consequéncia
do crescimento da camada limite ao longo da membrana.

Karode et al. (2001) propde uma expressao analitica, apenas para a queda de pressao,
em canais entre membranas porosas, de modo a nao assumir a hipétese de fluxo de permeado
independente da posicdo ao longo da membrana, utilizada por Berman. Ao comparar sua
solucdo com o caso de velocidade de permeado constante, os resultados foram bem
satisfatorios. Os autores ressaltam que a solu¢do de Berman, sendo assim, é valida para grande
faixa de processos de OR, pois a queda de pressao ao longo do canal ndo € fragdo tao relevante
da pressdo de entrada, o que nido se da para os processos de UF e MF, por exemplo.

Analogamente, utilizando-se da constante S (Equacdo 2.42), isto significa que seu
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valor é bem menor para processos de OR e NF (maiores A P ) quando comparado aos processos
de UF e MF (menores AP ).

Pinho et al. (2002), utilizando os resultados experimentais e a metodologia numérica de
Geraldes et al. (2000, 2001, 2002), determinaram os fatores de rejei¢cao para NF em diferentes
operacdes. Diferencialmente, utilizou-se do modelo estérico para escoamento através dos poros
(steric pore flow model) como uma forma de também determinar os fatores de rejei¢do. Assim,
por minimiza¢do dos quadrados dos desvios entre os fatores determinados pela abordagem
FDC-experimental e pelo modelo estérico, foi possibilitada a obtencdo do raio médio de poro
(0,52nm) para uma membrana do tipo CDNF501. Ademais, os autores também apresentam
efeitos da concentracdo inicial da alimentacdo e da pressdo transmembranar de processo no
desenvolvimento da polarizac@o da concentracdo. A obten¢do de um fator de polarizagdo médio
¢ importante para a determinagdo do fator de rejeicao para a abordagem FDC-experimental
deste trabalho.

Interessados em obter modelos preditivos que incorporassem tanto um bom
embasamento dos fundamentos quanto aplica¢dao simplificada em escala industrial, Bowen e
Welfoot (2002b) desenvolveram modelagem matemadtica consistente para a descricdo da
rejeicdo e do fluxo através dos poros para membranas de NF. A fim de obter aplicabilidade em
processos industriais, os autores realizaram a linearizacdo do modelo semi-fenomenolégico
obtido. Nesse trabalho, a modelagem matematica da concentracdo e rejeicdo se restringiu
apenas 2 membrana, mais especificamente ao escoamento no interior dos poros, podendo ser,
porventura, acoplados seus equacionamentos a modelagem do canal entre a membrana e a
parede impermeéavel.

Schwinge et al. (2002), utilizando-se do pacote computacional ANSYS® CFX para as
simulacdes numéricas, obtiveram resultados mais promissores para reducdo da polarizacdo
quando utilizando espacadores em configuracao zigue-zague para os mddulos espirais. Esta
configuragdo propiciou, portanto, aumento da transferéncia de massa longe da membrana,
evidenciando pelos resultados das simulagdes a importincia das regides de recirculagdo
formadas adjacentes aos espagadores como promotoras de uma transferéncia de massa mais
efetiva e também promotoras de turbuléncia.

Wiley e Fletcher (2002, 2003) apresentam resultados de validagdo numérica e aplicacao
das simulagdes utilizando ANSYS® CFX para PSM que utilizam pressdo como forca motriz.
Foram estudados efeitos no fluxo do permeado, fator de rejeicdo em canais vazios e com

promotores de agitacdo. As validacdes foram realizadas comparando-se a solugdes semi-
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analiticas conhecidas. Neste trabalho, apresentou-se a necessidade de adequacdo do ANSYS®
CFX para a modelagem de PSM, para a devida resolucdo do acoplamento velocidade-
concentracdo. Como mencionado, a utilizacdo da expressao dada pela Equacdo 2.31 para a
velocidade do permeado € conveniente quando do interesse mais especificamente numérico
para a modelagem em questdo. Vale ressaltar que, na revisdo de Ghidossi et al. (2006), estes
trabalhos sdo apresentados como uma relevante proposta da utilizacdo da FDC para os PSM de
maneira geral, destacando-se por sua extensiva verificacao dos resultados numéricos.

Ma et al. (2004) utilizam a modelagem numérica da polariza¢do de concentragdo via o
MEEF para o canal de alimentacdo de moédulos espirais para o processo de OR. Neste trabalho,
simulacdes em duas dimensdes foram obtidas, e, para devida acuricia, se fez necessaria
estabilizacdo do método desenvolvido por estratégia SUPG (Streamline Upwind Petrov-
Galerkin). Os autores utilizaram a formulacdo do MEF baseada no método das penalidades para
as equagoes de Navier-Stokes. Para o transporte através da membrana, foi utilizada equacao da
forma da Equagdo 2.2 e assumiu-se dependéncia linear da pressao osmoética com a concentracao
da espécie retida (NaCl) em suas simulacdes. As simulagdes obtidas neste trabalho se
mostraram adequadas a representacdo do fendmeno pela representacdo mais fidedigna do
fendmeno ao realizar um acoplamento forte (two-way coupling) das equacdes de advecgdo-
difusdo e de Navier-Stokes (BATHE, 2001): o conjunto de valores para a velocidade do
permeado depende da concentracdo adjacente a membrana, do mesmo modo que, para a
resolucdo do perfil de concentragdo, se fazem necessarios os valores para velocidade do
permeado (pelo condicdo de contorno para concentragdo adjacente a membrana).

Abdel-Rahman et al. (2006) realizam a modelagem numérica para os canais entre duas
membranas via esquema iterativo pelo método SIMPLE. A predicdo da polarizacdo da
concentracdo se deu sob diferentes condicoes, a ressaltar os efeitos da variacdo do nimero de

Reynolds principal (Re) e para o permeado (Re ) para os casos de permeacdo constante

através da membrana e os efeitos da variacdo do fator de rejei¢io para os casos de permeacao
varidvel através da membrana. Para a consideracdo da variacdo da permeacdo através da
membrana, o modelo osmético, pela expressdo modificada proposta por Brian (1965), Equagao
2.31, foi utilizado neste trabalho como condic¢do de contorno para a velocidade do permeado
v,

Zhou et al. (2006) realizam o estudo numérico dos efeitos da polarizacdo, porém
considerando variacdo de velocidade, pressdo e concentragao apenas na dire¢do axial de um

canal de membranas em modulo espiral. Esta simplificagdo, aliada ao modelo osmético para
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velocidade do permeado, possibilitou, apds desenvolvimento matemético, a obteng¢do de
expressoes para a concentragdo adjacente a parede e velocidade do permeado. Para a expressao
da velocidade do permeado ao longo do comprimento do canal, portanto, ha interdependéncia
(oriunda do tratamento concomitante de velocidade e concentragdo), necessitando para isto,
avaliacdo numérica dos resultados, por diferencas finitas. Mesmo que preliminar sob o ponto
de vista numérico, pela ndo consideragdo de um dominio bidimensional, os resultados obtidos
pelos autores foram tteis quando da utilizacdo do modelo desenvolvido sob a presenca dos
espacadores, internos ao canal. Foi observado, logo, o efeito da despolarizacdo quando da
utiliza¢do dos mesmos, obtendo resultados com boa correlacdo a dados experimentais.

Ahmad e Lau (2007) concluem que, para devida validacdo do modelo de transporte
através da membrana utilizando FDC (utilizando o software ANSYS® Fluent 6, que utiliza
abordagem via volumes finitos) é necessaria varredura do nimero de Reynolds em condi¢des
de operacdo caracteristicas destes processos. Em suas simulagdes, do ponto de vista da
adequacdo do modelo por FDC, Ahmad e Lau (2007) ressaltam a importancia de se avaliar
condi¢cdes com solugdes de elevada pressdao osmdtica, estando as variagdes hidrodinamicas
mais pronunciadas neste caso.

Pak et al. (2008) realizam a solucdo numérica, via o método dos volumes finitos em
duas dimensdes, acoplando as equacdes de Navier-Stokes, lei de Darcy e equacdo da advecgao-
difusdo para espécie. A abordagem pelo método dos volumes finitos se deu pelo método
SIMPLE (Semi-Implicit Method for Pressure Linked Equations), descrito por Patankar (1980).

Cunha et al. (2012) utilizaram o software comercial ANSYS® CFX 12 de modo a
predizer a polarizacdo da concentragdo em PSM em fluxo cruzado, interessados em observar o
comportamento da diminui¢do do fluxo de permeado em razdo do fendmeno da polarizagao.
Nesse trabalho é ressaltada a importancia da avaliacdo do crescimento da camada limite de
polarizacdo da concentragao ao longo da membrana, pelo desenvolvimento do escoamento
neste sentido. E salientado que a diminuicio do nimero de Reynolds do escoamento ou
aumento do nimero de Schimdt possuem efeitos na diminuicdo da polarizacdo. Resolve-se,
portanto, apenas numericamente a equacao da advecgao-difusio para espécie, assumindo, para
o perfil de velocidades, escoamento de Hagen-Poiseuille. Para a velocidade do permeado, o
modelo de Darcy foi utilizado, assumindo AP constante.

Xu et al. (2012) utilizaram o MEFG via o software FreeFEM++ para estudo numérico
do escoamento em canal de paredes porosas em expansdo. A defini¢do de uma taxa de expansao

€ necessaria, e a condi¢do de contorno para as paredes moveis é tratada por transformacdo de
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varidvel. Os resultados foram comparados com seu trabalho prévio para obtencdo de solucdo
analitica para este tipo de escoamento. As simulagdes se deram para casos de succdo a

determinados Re b

Park e Kim (2013) também avaliaram os impactos da utilizacdo dos espagadores em
osmose direta, sendo os efeitos da polarizacdo da concentracdo nestes processos, quando
comparados aos efeitos em OR, menos estudados. Neste trabalho, os autores se preocuparam
em quantificar uma maneira de se medir a extensao da polarizagao da concentragao, adotando-
se um indice para tal. O indice de polarizacdo da concentragdo (IPC) é, assim proporcional ao
grau da polarizacdo e inversamente proporcional ao fluxo de permeado. Foram apresentados
efeitos adversos da utilizagdo de espacadores nestes processos, destacando-se os espagadores
completamente submersos como os mais adequados para diminuicao do desenvolvimento da
polarizacdo da concentracdo.

Gurreri et al. (2014) utiliza a FDC (por ANSYS® CFX 13) para investigar a dependéncia
da polarizagao da concentracao e da queda de pressao com o fluxo, concentragdo da alimentagcao
e caracteristicas dos espacadores utilizados. Os autores ressaltam que, mesmo 0S processos
acontecendo sob regime laminar, a fluidodinamica afeta consideravelmente a polarizacido da
concentracdo. Do ponto de vista da concentracdo da alimentacdo, os efeitos da polarizacdo da
concentracdo diminuem a medida que a concentracdo da solu¢do aumenta. Neste trabalho, sao
investigadas as caracteristicas quanto a geometria e disposi¢ao dos espagadores utilizados para
promover agitacdo e definir os canais entre as membranas.

Liideke (2014) utilizou-se da FDC para obter a distribuicdo de velocidades dentro da
camara de succ¢ao localizada na cauda vertical de aeronaves, por codigo computacional baseado
em volumes finitos de segunda ordem para dominio bidimensional retangular. Para a
modelagem das cAmaras de suc¢do, adotou-se a simplificacdo de parede porosa, de modo a se
utilizar a condi¢do de contorno de succ¢do através dos poros da mesma. A condicao de contorno
para a parede porosa foi obtida por condic¢ao de contorno de fluxo, utilizando uma relagao entre
diferencial de pressdo e a velocidade de sucgdo, por correlagdo empirica.

Wang et al. (2014) realizaram discussdo acerca dos modelos de transporte através de
membranas de OR e NF (membranas densas). Em seu trabalho, sdo apresentadas modificacdes
nas teorias classicas, como o caso da hipoétese de solucdo-difus@o. Os autores ressaltam a
importancia e eficacia do modelo de solucao-difusao — dado pelo equilibrio termodinamico. O
modelo de solucdo-difusdo modificado possui a mesma expressdo da Equagdo 2.2, sendo

modificadas as expressdes € meios de determinagdo da constante A. Neste modelo modificado,
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leva-se em consideracdo a existéncia de eventuais estruturas de poros para as membranas
densas, pela comprovada presenca de volumes livres distribuidos na forma de espacos
interconectados (HUNG et al., 2010).

Os avangos das técnicas de caracterizacdo dos materiais poliméricos constituintes das
membranas proporcionaram sua incorporacao aos modelos de transporte, mais especificamente
na determinacdo da constante A . Portanto, parimetros importantes, como tamanho de poro,
porosidade e tortuosidade sdo determinados de modo a auxiliar mecanisticamente o
entendimento destes modelos (WANG et al., 2014). O modelo de escoamento em poros, por
sua vez, ndo leva em consideracdo apenas o tamanho de poro, por ser baseado no principio de
exclusdo por tamanho. As expressdes finais para o modelo de transporte dadas pelas Equacdes
2.2 e 2.31 sdo tteis para o ponto de vista das simulacdes, ao serem incorporadas as equagdes
governantes proporcionando o acoplamento velocidade-concentragdo. Para uma investigacao
mais criteriosa do escoamento dentro da membrana, por estes modelos encararem a membrana
como uma “caixa preta”, novos modelos, como o de solu¢ao-difusdao modificado, proporcionam
a compreensdo das relagdes de estrutura e desempenho para o transporte pela membrana
(WANG et al., 2014).

Amokrane et al. (2015) estudaram a evolucio dos campos de velocidade e os efeitos da
polarizacio da concentracdo quando da presenca de espacadores em configuragdo
bidimensional, utilizando-se da aproximac¢do de placas paralelas para o dominio do mddulo
espiral (Figura 2.3). Neste trabalho, ressalta-se que a disposicdo dos filamentos
(transversalmente cilindricos) em zigue-zague promove menor queda de pressdo € maior
transferéncia de massa dentro dos canais da membrana, o que € desejavel na operacdo dos
modulos de membrana espirais.

Ishigami e Matsuyama (2015) utilizaram modelagem numérica via volumes finitos
(software ANSYS® Fluent) dentro dos canais de membranas de médulos espirais para o
processo de OR. As equagdes governantes, equacdes de Navier-Stokes para o momentum e de
transporte do soluto (balango de massa), foram resolvidas numericamente. O modelo de
permeacgdo adotado como condi¢ao de contorno foi também o modelo osmético. Um diferencial
deste trabalho € a realizagdo das simulacdes em trés dimensdes, avaliando-se o efeito da
distancia entre os espacadores e do angulo entre os mesmos (quando utilizados) sobre a
polarizacdo da concentragdo e, interdependente a este, sobre o fluxo de permeado. Assim como
no trabalho de Gurreri et al. (2014), as simula¢des obtidas com a presenca de espagadores, por

ainda serem recentes, necessitam futura validacdo por comparagao a resultados experimentais.
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Hassanzadeh e Mehrabian (2015) desenvolveram modelagem numérica (pelo método
de volumes finitos) para o escoamento em canal entre duas placas paralelas — uma porosa e
outra impermedvel, tanto para o caso de condi¢des de contorno de injecdo ou de succdo
(escoamento transversal no sentido de fora da membrana, e através desta, para dentro do canal.
Nestas simulacdes, foi considerada velocidade transversal constante na parede da membrana,

sendo o valor de Re , positivos para os casos de inje¢do e negativos para o caso de sucg¢do. O
coeficiente de atrito (C, ) também € calculado sob a forma da razdo da tensdo de cisalhamento

proxima a membrana pela energia cinética do escoamento (por unidade de volume).

| 5 (2.45)

Sendo u,,a velocidade média do escoamento na direcdo horizontal. Para a suc¢do, pelos
resultados numéricos apresentados, C , adjacente a parede porosa (membrana) € maior do que

quando comparados aos valores para o caso de parede totalmente impermeavel. Isto &
explicado, pois, pelo fendmeno da suc¢do, a camada limite, desenvolvida verticalmente (ao
longo de y) préxima a membrana é menor, visto o aumento da componente da velocidade u

nesta regido. Ja para a injegdo, os valores de C, para parede porosa sdo menores dos que 0s

comparados a parede impermeével, visto a diminuicdo da componente upréxima a parede,
aumentando-se a espessura da camada limite na direcdo principal do escoamento.

Vale ressaltar que os valores das tensdes de cisalhamento sdo obtidos pela derivada
numérica para um ponto suficientemente proximo a parede - a partir do perfil de velocidades
obtido — multiplicada pela viscosidade do fluido, ao utilizar a relagao que a relaciona a tensao-

taxa de deformacgdo de um fluido newtoniano:

r, = U— (2.46)

O trabalho de Hassanzadeh e Mehrabian (2015) também se mostra direcionado a

modelagem numérica da transferéncia de calor, sendo relevante a obten¢ao das simulacdes tanto
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para as condic¢des de contorno a fluxo térmico constante quanto a temperatura constante nestes
sistemas.

Mansour e Kowalczyk (2015) realizaram estudo de investigacdo das condi¢des de
contorno de entrada em capilares com paredes porosas. A queda de pressdo e o perfil de
velocidades foram obtidos numericamente, acoplando-se as equacgdes de Navier-Stokes com o
modelo de Darcy-Forchheimer para a membrana porosa. As simulacdes foram conduzidas em
OpenFOAM, utilizando-se o algoritmo SIMPLE para volumes finitos. Neste trabalho, conclui-
se que considerar a pressdo de operagdo constante € uma boa aproximacao para a definicao da
condic¢do de contorno de velocidade na parede porosa. Porém, vale ressaltar que, neste trabalho,
o interesse esti apenas na resolucao das equacdes de momentum, nao obtendo, assim, conclusdao
acerca do efeito desta aproximagao quando da transferéncia de massa para espécie em um PSM.
E sabido, complementarmente, que a grande maioria dos trabalhos da literatura aqui discutidos
se utilizam da aproximacdo de AP constante mesmo para predicio da polarizacio da
concentracao.

Ahssain e Hussain (2016), utilizando o software ANSYS® Fluent para modelagem por
FDC, realizam em suas simulacOes a verificacdo da difusdo térmica através de membranas
retangulares. Em sua modelagem, Ahssain e Hussain (2016) levaram apenas em consideragao
o efeito difusivo para a transferéncia de calor.

Bernales et al. (2017) utiliza as aproximacdes de Prandtl, em sua modelagem numérica
pelo método das diferencas finitas, para predizer a polarizagdo de concentracio e efeitos da
pressdao osmoética em OR e NF. Quando da utilizagdo desta aproximagdo, admite-se que a
pressdo é constante ao longo da coordenada radial, bem como se despreza a difusdo axial. E
discutido o ganho computacional ao realizar as simplificacdes impostas pelas aproximagdes de
Prandtl, de modo a facilitar o acoplamento nao linear existente entre velocidade e concentracao.

Ratnayake e Bao (2017) desenvolveram um método sistematico utilizando condi¢des de
contorno espacialmente varidveis para determinacdo do melhor perfil de velocidade tangencial
(adjacente a membrana) que reduz a polarizacdo da concentragdo em OR. Neste trabalho, o
melhor perfil de velocidade tangencial é escolhido como o que proporciona maior difusdo longe
da membrana. A abordagem utilizada pelos autores é a de aproximar-se o sistema nao linear
provindo das EDP governantes dos transportes de momentum e massa em um sistema linear de
EDO, possibilitando a utilizacao de perfis de velocidade adjacentes a parede como inputs. Desta
maneira, € possivel determinar qual o perfil de velocidade mais efetivo para se obter uma queda

mais significativa na polarizacdo da concentragao.
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Pela revisdo exposta até aqui, é notdria a importancia € o bom estabelecimento de
técnicas numéricas, com auxilio da FDC, para a predi¢do e compreensdao dos fendmenos nos
PSM, especificamente, nos canais (fendas) de alimentagao para estes processos. O escopo deste
trabalho € o de obter uma metodologia numérica bem estabelecida via o MEF, e, sendo assim,
nas secoes a seguir deste capitulo, serdo apresentadas as principais questdes acerca da escolha
do MEF, do ponto de vista de sua concepcdo e estabilidade, para resolu¢cdo numérica do

escoamento e concentracao para 0s processos em questao.

2.5 INTRODUCAO AO METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

O método dos elementos finitos possui 5 etapas bem definidas (FISH e BELYTSHCKO,
2007). A primeira etapa a se realizar € denominada pré-processamento, na qual divide-se o
dominio do problema nos elementos finitos propriamente. Esta etapa ¢ comumente conhecida
como geragao de malha (CHUNG, 2002).

A segunda etapa é a formulagdo das equagdes sob a 6tica dos elementos. Esta etapa
envolve trés sub-etapas principais: a obtencdo da forma fraca a partir da forma forte (equagdes
governantes mais condi¢des de contorno) do problema; escolha da aproximacao para as fungdes
a serem utilizadas na discretizacdo; e o desenvolvimento das equacOes discretas propriamente
ditas.

A juncdo das equacdes dos elementos individuais para obter o sistema global
reconstruido na forma discreta consiste na terceira etapa. Apds a devida reunido das equacdes
de cada elemento, o sistema global pode ser resolvido, consistindo na quarta etapa: obtencdo da
solucdo numérica para as equacoes.

A partir da solu¢cdo numérica obtida realiza-se a tltima etapa, denominada poés-
processamento, a qual consiste em realizar um tratamento ou modifica¢c@o das varidveis obtidas
para outras de interesse ou até mesmo melhorar a visualizacdo dos resultados obtidos com
auxilio grafico.

Sendo assim, do ponto de vista das equagdes que descrevem determinado fendmeno
fisico para um problema de interesse que se queria resolver via MEF, deve-se primeiramente
obter a forma fraca a partir das equacdes diferenciais que regem o fendmeno (ZIENKWIECZ,

et al., 2014; FISH e BELYTSHCKO, 2007).
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A forma fraca é uma forma integral para as equacdes diferenciais governantes e
condi¢des de contorno (estas denominadas de forma forte do problema). Para o MEF,
diferentemente do método das diferencas finitas, ndo se consegue realizar a discretizacao
diretamente a partir da forma diferencial (CHUNG, 2002; FISH e BELYTSHCKO, 2007). Trés
componentes sdo essenciais para realizar a transicao do continuo das equagdes diferenciais para
o discreto em termos dos elementos: a forma forte, a forma fraca e as fun¢des de aproximagdo
(FISH e BELYTSHCKO, 2007), estando estas relacionadas da seguinte maneira: a forma fraca
¢ obtida pela integracdo da forma forte do problema e as funcdes de aproximagdo sdo
combinadas a forma fraca para obter o sistema de equagdes discretas (FISH e BELYTSHCKO,
2007; KUNDU, et al, 2012). Isto consiste, sem duvidas, na esséncia da formulacdo do MEF

Genericamente, para uma equagao diferencial parcial (equagao governante) abreviada

pela Equacdo 2.47 (STEVEN, 1978), sendo D um operador diferencial:
D(u)-f=0 (2.47)

Para construcao da forma fraca deve-se multiplicar a Equagado 2.47 por uma funcao peso
(também denominada funcdo teste) w genérica e integrar sobre o respectivo dominio (Equacao

2.48). Realizando-se, para ilustracdo, para apenas uma variavel @ dependente de u:

[wID©®) - f1dQ=0 (2.48)
Q

A integracao por partes, em uma ou mais dimensdes quando aplicada na Equacdo 2.48
se faz necesséaria para melhor obtencdo da expressdo final da forma fraca. Por esta técnica,
reduz-se a ordem de diferenciacdio do operador diferenciacio D e, consequentemente, a
exigéncia da regularidade das funcdes interpoladoras necessarias para discretizacao (STEVEN,
1978; FISH e BELYTSHCKO, 2007).

A forma fraca impde que seja definido o espaco de solugdes tentativas e o espago de
funcdes peso. Condicdes de contorno de Neumann (quando se especifica determinada derivada
de 6 nos contornos) sdo incorporadas na forma fraca quando do desenvolvimento da mesma
(FISH e BELYTSHCKO, 2007), dai sao ditas condi¢des de contorno naturais.

A introducdo da forma fraca, de modo a também contemplar as condi¢des de contorno

de Dirichlet (quando se especifica @ nos contornos), deve, portanto, requerer que as funcdes
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peso w e a solugdo tentativa & estejam em espacos de fun¢des bem definidos. (THOMASSET,
1981; DONEA e HUERTA, 2003).

O espaco de solugdes tentativas deve contemplar 8 de modo que:

0=06, em [, (2.49)

Sendo I, a borda ou fronteira de Q. De modo a respeitar a forma fraca, o espaco de

solugdes tentativa deve contemplar w de modo que:

w=0 em [, (2.50)

E crucial, para equivaléncia entre as formulacdes forte e fraca, que a formulacio fraca
seja valida para qualquer fun¢do peso utilizada (Vw), visto que a funcdo peso € introduzida
nesta, ndo pertencente a formulagdo forte. Justamente, uma forma de se provar a equivaléncia
entre as duas formas se da partindo-se da formulacao fraca e se utilizando de tal arbitrariedade
das funcdes peso, de modo a se obter a formulacdo original forte das equagdes sob a forma
integral. Para isto, a restricdo de que a func@o peso deve ser zero em I, (Equagdo 2.50) deve
ser imposta.

Assim, a arbitrariedade de w € o principal para se mostrar a equivaléncia, e, com isto,
pode-se defini-la como “o que se precisar’ para atingir este objetivo (BELYTHSKO e FISH,
2007).

A construcdo de aproximacdes deve ser realizada tanto para as fungdes peso quanto para
as solugdes tentativa @ envolvidas na formulagdo fraca. Para o MEF, as fungdes peso e as
solucgdes tentativas sdo construidas dentro de cada elemento individualmente (ZIENKWIECZ,
et al., 2014; FISH e BELYTSHCKO, 2007).

Sendo assim, para um determinado elemento e, é possivel obter uma aproximacio &°
em funcdo dos valores nodais de 8¢, denotado por d¢ (vetor nodal para o elemento e). Para
isto obtém-se a Equacao 2.51, e, que N¢ € chamada de matriz de funcdes de forma por elemento,
que possui as fungdes de forma associadas com o elemento e. A matriz N° é uma matriz linha,
com quantidade de colunas igual ao nimero de nds por elemento (FISH e BELYTSHCKO,
2007).
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f°=N‘d’ (2.51)

Na formulacdo fraca, € necessario avaliar as derivadas das solucdes tentativas.

Considerando dominio unidimensional, para se exemplificar a notacao:

dg _ dN°

E dx

d°=Bd* (2.52)

Em que a matriz linha B¢ pode ser obtida uma vez ja se construindo as formas de N°.
As fungdes de forma no caso unidimensional podem ser obtidas por polindmios interpoladores
de Lagrange, o que facilita, do ponto de vista computacional a construcdo direta das fungdes de
forma e de suas derivadas. (FISH e BELYTSHCKO, 2007; KRISHNAMOORTHY, 1994).

A escolha das fungdes peso, para a maioria dos problemas, se da utilizando a mesma
aproximacao adotada para as solugdes tentativas para a fung¢do peso, consistindo na formulacao
mais comum para o MEF (ZIENKWIECZ, et al., 2014; FISH e BELYTSHCKO, 2007). Esta
formulagcdo é conhecida como método dos eclementos finitos de Galerkin (MEFG).

Exemplificando-se, para o caso unidimensional:

W (x) =N (X)W*, W geye (2.53)
dx

Portanto, define-se o arcabouco necessario para a realizagao da discretizacdo via MEF,
pela substitui¢do das aproximagdes na formulacdo fraca. Com a integracdo da mesma, se
obterao as equacdes discretas para determinado elemento e. Reunindo-se todos os elementos, a
formulacao global do sistema discreto permitird a obtencao da solu¢do numérica do problema
(FISH e BELYTSHCKO, 2007).

Nas proximas secdes, serdo discutidas peculiaridades do MEF, principalmente acerca
de sua adequacdo e estabilidade, para o tratamento de problemas que envolvam a dindmica dos
fluidos e a adveccgao-difusdo. Vale ressaltar que esta se¢do possui apenas carater introdutério
para o principio do MEF. Para problemas em mais de uma dimensao, como os problemas em
duas dimensdes apresentados neste trabalho, a teoria aqui brevemente apresentada ¢ a mesma,

sendo certas peculiaridades melhor desenvolvidas e explicitadas no capitulo 3.
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2.6 METODO DOS ELEMENTOS FINITOS PARA DINAMICA DOS FLUIDOS

As equacdes de Navier-Stokes (ENS) sao equacdes diferenciais parciais ndo lineares, e,
podem também, ser classificadas, como uma extensao de uma das possiveis classificacdes para
EDP lineares de segunda ordem quanto ao carater parabdlico, hiperbdlico ou eliptico.

Encarando-se as ENS sob sua forma linearizada para a discretizacao (a que, portanto,
sera utilizada na formulacao dos métodos numéricos para sua solu¢do), uma classificacao mista
para estas pode ser atribuida. Para o caso mais geral, as ENS sdo um exemplo de sistema misto
parabdlico-hiperbdlico-eliptico (JOHNSON, 1992). Para o regime permanente, oS termos
parabdlicos desaparecem, caracterizando o estado estaciondrio para estas equagdes um sistema
misto hiperbodlico-eliptico. Esta natureza mista provém da existéncia dos termos advectivo
(carater hiperb6lico) e viscoso (carater eliptico).

Matematicamente, a equacao de Euler para o fluido ideal (no caso particular, inviscido)
pode ser encarada como um caso particular das equagdes de Navier-Stokes (JOHNSON, 1992);
bem como a equagdes de Stokes, por nao levar em consideracdo a advecg¢ao do fluido (DONEA
e HUERTA, 2003).

A Tabela 2.2 apresenta esta comparacdo, para um fluido incompressivel e newtoniano
em regime permanente, das equagdes, sob a forma condensada para mais de uma dimensao

(forma vetorial).

Tabela 2.2 - Comparacio entre termos das equagdes de Stokes, Euler e Navier-Stokes

Dados p, u em regime permante (V =0 )

Equagdes de Stokes para o momentum: Equacoes de Euler para o momentum:

—uPV+Op-£=0 (259 p(vIOV +0p -1 =0 (2.55)

Equacdes de Navier-Stokes para o momentum:

—ufPV+ plv IV + 0P -1 =0 (2.56)

Vale ressaltar que [ é um vetor operador diferencial. Visualmente, o simbolo [J ndo
difere significativamente da sua nota¢do em negrito — utilizada na notacao matricial de vetores

e matrizes adotada neste trabalho. Sendo assim, de modo a salientar a forma vetorial deste
operador, se utilizard do recurso da notacdo vetorial, [], para representd-lo. Para duas

dimensdes, [1=[0+/dx d+/dy] .
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Justamente, a equacdo de Euler (2.55) é de natureza hiperbdlica, oriunda do termo
p(V DE)V , e a equacdo de Stokes (2.54) é de natureza eliptica, pela existéncia de —uLCFV. Se a

viscosidade for suficientemente grande, o termo viscoso é dominante e, portanto, as
formulacdes dos métodos, inclusive o MEF, utilizadas para problemas de Stokes podem ser
diretamente estendidas (JOHNSON, 1992). Para o caso de viscosidades baixas, a adveccao €
predominante, o que, do ponto de vista numérico, apresenta os maiores desafios para as
aproximacoes.

A presenca do termo advectivo, portanto, corresponde a uma das principais causas da
susceptibilidade da instabilidade numérica da solu¢do de problemas de Navier-Stokes por
elementos finitos utilizando o método de Galerkin tradicional (SERT, 2015; DONEA e
HUERTA, 2003; JOHNSON, 1992). Esta instabilidade oscilatéria, por exemplo, de modo mais
generalizado, também ¢é presente quando da solugdo de problemas de advec¢ao-difusao com a
utilizacdo do MEFG (Método dos Elementos Finitos de Galerkin) com advec¢do dominante
(ZIENKWIECZ, et al., 2014; JOHNSON, 1992).

Isto é detalhadamente discutido na Se¢do 2.7, ao tratar a expressao geral para adveccgao-
difusdo. Para o transporte de uma espécie ou transferéncia de calor, o nimero de Péclet pode
ser uma medida andloga ao nimero de Reynolds (KOSTER e SANI, 1990). O nimero de Péclet
apresenta a razdo entre as taxas de transporte advectivo e difusivo, e para valores elevados,
levam-se a oscilacdes consideraveis, assim como valores elevados para Re para os problemas
de escoamento.

Diversos métodos de estabilizacdo para a possibilidade de aproximar a solucdo de
problemas de EDP de natureza predominantemente hiperbdlica pelo MEFG podem ser
utilizados, como Minimos Quadrados de Galerkin (Galerkin Least Squares, GLS), e os métodos
de Petrov-Galerkin dos tipos Streamline Upwind Petrov Galerkin (SUPG) e com estabilizacdo
na pressao (PSPG, Pressure Stabilized Petrov Galerkin) (BROOKES e HUGHES, 1982;
DONEA e HUERTA, 2003; SERT, 2015).

Na Secdo 2.6, sdo apresentados com mais detalhes os métodos de Petrov-Galerkin, bem
como a formulacao consistente desses obtida pelo método SUPG. O método SUPG ¢ utilizado
neste trabalho para estabilizacao da equagao de adveccao-difusao para o transporte de massa do
soluto nos PSM. Para problemas envolvendo ENS ou a equagdo de adveccdo-difusdo, o
problema deixa de ser auto-adjunto, pela presenca do termo advectivo. Consiste-se, assim, na
principal dificuldade e necessidade de estabilizar o MEF caso se utilize a abordagem cléssica

de Galerkin, MEFG (mesmo espaco de func¢des de forma e func¢des peso).

41



Define-se um problema auto-adjunto da seguinte maneira (ZIENKWIECZ, et al., 2014):

Definicao:
Sendo A(u) = D(u) +b =0 um sistema de EDP, sendo D o operador diferenciagdo. Se:

i @ D(y)dQ = i Yy D(@) dQ +i.c. (2.57)

para quaisquer fungoes ¢ e Y , os sistema A(u) € dito auto-adjunto.
(Sendo i.c. termos de integrais nos contornos, quando da integracdo por partes for

requerida em dominio 2 de dimensdo maior que um).

Ap6s a integracao por partes, a equacao adjunta para o problema original € obtida, e a
presenca do termo advectivo faz a equacdo adjunta diferir da equacdo original. Assim, o
problema torna-se ndo auto-adjunto.

Sendo assim, a essencial diferenca para a utilizacdo do MEF em problemas estruturais
de mecanica dos sdlidos € o fato de, para dindmica dos fluidos, termos advectivos sdo
envolvidos para a solugdo. Portanto, as condi¢des 6timas do MEF (bem como em sua
formulacdo classica para o MEFG) para problemas elipticos e auto-adjuntos, maioria dos
problemas para mecanica dos sdlidos, ndo é automaticamente conseguida para problemas
hiperbdlicos ndo auto-adjuntos (ZIENKWIECZ, et al., 2014).

Dependendo da natureza do problema de escoamento, para até determinados valores de
Re, o termo advectivo, mesmo presente, ndo provoca a desestabilizacdo numérica, nao se
necessitando utilizar as técnicas de estabilizacdo supracitadas. O problema do escoamento em
cavidade impulsionado por tampa deslizante (/id driven cavity flow, apresentado em 2.2.3), por
exemplo, consiste num benchmark em que a estabilizagao nao se faz necessaria para a faixa de
Re utilizada para comparagdo e validacao (Re de até 1000), embora, este possa ser resolvido
para Re maiores com tais técnicas. A estabilizacdo € requerida, portanto, para valores de Re
altos ou quando a malha utilizada € muito grosseira (TEZDUYAR, 1992; DONEA e HUERTA,
2003).

Além do problema decorrente da advecgdo, a aplicagdo do MEF para resolugao de
escoamentos incompressiveis impde outra dificuldade na formulagdo do método. Para aplicacao
na dindmica dos fluidos, portanto, estas sdo as duas principais fontes de instabilidade para o

atingimento da solu¢do via o MEF. (ZIENKWIECZ, et al., 2014). A condi¢do de
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incompressibilidade para escoamentos incompressiveis € dificil de ser satisfeita, podendo
resultar em oscilacdes na solucdo para pressdo quando varidveis primitivas (velocidade e
pressdo) sdo utilizadas na forma forte para Navier-Stokes (CHUNG, 2002) — acoplamento
velocidade-pressao. As oscilagdes para pressdo encontradas sdo conhecidas como do tipo
“tabuleiro de damas” (checkerboard) (CHUNG, 2002).

Do ponto de vista da construcdo do sistema de equagdes algébricas resultante no MEF,
o problema que surge da interpolacdo da pressdo se d4 na incorporacdo das condigdes de
contorno para resolucdo do sistema. Isto pode ser exemplificado utilizando-se a incorporacao
por condi¢des de contorno essenciais ao sistema original, resultando, apos particao, no sistema
propriamente a ser resolvido. O sistema apds parti¢do, para o caso bidimensional (V com
componentes u € V), ou seja, submetido a solucao de apenas os nds livres, pode ser descrito pela

Equacgao 2.58. Sendo m o nimero de nés livres para u € v, € n o nimero de nds livres para

pressao:
e e e e e
Kiilxm Kiolxm  Kislmxn | | U f,
e e e e - e
Kiilxm Kuluxm Kulu | [V ]~ 6 (2.58)
e e e e
K31 nxm K32 nxm [O]len p f3

Para o sistema admitir uma solugdo, a condi¢do 2m = n deve ser satisfeita para a
equacao da continuidade (terceira linha do sistema). Esta condi¢do pode ser violada, e depende
do nimero de nés utilizados para pressio e velocidade. E sabido que com a utilizacio de
elementos cujas funcdes de forma para velocidade e pressdo sdo de mesmo grau (mesmo
nimero de nés para ambas, portanto) a condi¢c@o nao € satisfeita para a resolugao dos nds livres.
Esta condicdo, na verdade, é consequéncia da denominada condicdo de Ladyszhenskaya,
Babuska e Brezzi, que serd discutida ainda nesta secao.

Na concepcdo do MEFG, em um determinado elemento, ao se ponderar uma das

equacdes de momentum por determinada fungio de forma para velocidade NV ,-e , para todo i, a

equacao resultante da ponderacao traduz a conservag¢ao do momentum em torno do i-ésimo nd

na direcdo tomada. Quando se trata da equagdo da continuidade, ao pondera-la pela funcdo de

- e . ~ .o Z
forma da pressio N ; » para todo j, traduz-se a conservagdo de massa ao redor do j-ésimo nd

(Schneider, 1978). Portanto, as equacdes de momentum sdo consideradas equagdes para as

componentes da velocidade nos nds e a equacdo da continuidade para as pressdes nos nds.
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Os dois principais métodos empregados para contornar o problema para a
incompressibilidade pelo MEFG sdao os métodos da formulacdo mista e o método das
penalidades (CHUNG, 2002).

A formulagdo mista para as varidveis primitivas € tal que se possibilite satisfazer a
condicdo de Ladyszhenskaya, Babuska e Brezzi ou também conhecida como condicao inf-sup,
condi¢do de LBB ou condi¢do de consisténcia (DONEA ¢ HUERTA, 2003; CHUNG, 2002).

Sob ponto de vista pratico da implementa¢do numérica, esta condi¢ao leva ao resultado

~ ~ e
de que as fungdes de forma para a pressio N ; devem ser uma ordem menor que a ordem da

~ ~ e e . ~
fungdo peso para equagdo de momentum em x e y, W, e W, ,, para duas dimensoes (sendo os
sub-indices x e y referentes as funcdes peso para a equacdo do momentum em x € em Y,

respectivamente. Ja para a equacio da continuidade (sub-indice ¢), a fun¢do peso adotada Wj,ce

~ . e
deve ser uma ordem menor que as funcdes de forma para velocidade IV, .

Sendo assim, para o MEFG, esta condicao determina que o nimero de nds por elemento
para pressdo deve ser menor que o nimero de nds por elemento para velocidade — dai o termo
misto. A equacdo da continuidade é associada, portanto, com a varidvel pressdo, por a sua
funcdo peso ser igual as fung¢des de forma para a pressao (mesmo grau de interpolacdo). Assim,

para duas dimensoes:

(2.59)

O método das penalidades pode ser utilizado e consiste em eliminar a restricdo imposta
pela equacdo da continuidade (CHUNG, 2002). Isto € imposto relacionando a pressdo com o

divergente da velocidade, definindo-se:
p=-A00V (2.60)

Em que A é um pardmetro de penalidade. A abordagem do método da penalidade é
semelhante a utilizacio do método de multiplicadores de Lagrange em problemas de

7

otimizacdo, onde, neste caso, a restricio do problema € incorporada a funcdo objetivo
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ponderada por A. Neste caso, a equagdo da continuidade pode ser encarada, portanto, como a
restri¢do ao problema.

Reescrevendo-se a Equagao 2.60:
P, = —
’ +00V =0 (2.61)

Para A suficientemente grande, penaliza-se o primeiro termo do lado direito, de modo

que 00V =0.
Substituindo-se a Equagdo 2.61 na equagdo de 2.56:
— 1V + p(v iV - A8 V)£ =0 (2.62)

Para o método das penalidades, portanto, se retira a pressdao da forma explicita das
equacdes de momentum. Apds a resolucdo das velocidades, os valores para p podem ser
computados através da Equacdo 2.61. Esta é a maior vantagem da utilizacao deste método, por
possibilitar o acoplamento da pressdo a velocidade de maneira independente pela resolucao da
Equacdo 2.62 e posterior recuperagao de p pela Equagdo 2.61.

Como a principal desvantagem do método das penalidades pode-se atribuir os valores
expressivos a serem computados para as integrais referentes ao terceiro termo do lado esquerdo
da Equacéo 2.62. Por A ser um nimero grande, este termo predomina, o que, de certa forma, é
analogo ao excesso de restricdo para a formulacdo mista, violando-se a condi¢io de consisténcia
(CHUNG, 2002). Este problema, portanto, pode ser contornado através de uma integracao
numérica por quadratura Gaussiana diferente para as integrais que contiverem A utilizando um
nimero de pontos de quadratura uma unidade a menos que o nimero utilizado para quadratura
das integrais que envolvem o termo de viscosidade (CHUNG, 2002).

Para a formulacdo classica via MEFG, a abordagem mais usual para estabilizacio da
condicdo de incompressibilidade € a utilizacdo da formulacdo mista, com, portanto, elementos
ditos estiveis por LBB. A Tabela 2.3 apresenta os principais elementos estdveis por LBB

utilizados no MEF (DONEA e HUERTA, 2003; CHUNG, 2002).
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Tabela 2.3 - Elementos estaveis por LBB mais comuns

N° DE NOS N° DE NOS
POR POR
ELEMENTO NOME
ELEMENTO ELEMENTO
PARA v E ve PARA , o
0,0,
(elemento de 9 4
Taylor-Hood)
P2 Pl
(elemento de 6 3
Taylor-Hood)
O O
4 L] * QZQ—I 9 4
@) O
P'P
171 4 3
(elemento Mini)
P2+P—l
(elemento de 7 3
Crouzeix-Raviart)

O que foi exposto anteriormente ressaltou as maiores dificuldades para uma formulacao
adequada aplicada a problemas de escoamento quando se utiliza o MEF. Usualmente,
submetem-se as formulacdes desenvolvidas a resolu¢do de problemas cléassicos de referéncia,
problemas benchmark, ou problemas que contenham solug¢do analitica, verificando-se a
estabilidade e acuridcia das solucdes obtidas por meio de testes numéricos (DONEA e

HUERTA, 2003; THOMASSET, 1981).
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A seguir, apresenta-se a concep¢do de dois problemas teste em duas dimensdes
comumente utilizados para valida¢do de rotinas numéricas, que sdo utilizados futuramente neste

trabalho.

2.6.1 Problema de escoamento de Stokes com solu¢ao analitica

O problema em duas dimensdes de escoamento de Stokes com solugdo analitica pode
ser utilizado para testes do comportamento de elementos finitos na formulagdo mista. A devida
defini¢do da forca de campo f atuando no escoamento, cujas componentes sd@o polindmios das
varidveis para posi¢ao x € y, permitem que este problema apresente solu¢do analitica, o que €
adequado para a comparacao das solucdes numéricas (DONEA e HUERTA, 2003).

O escoamento ¢ de Stokes em regime permanente, € o dominio 2 quadrado
(Q =]o,1]x[0,1]). Sendo assim objetiva-se determinar o campo de velocidade V = [u v]T

€ a pressao p tais que:

—ui2V+ip =f
OV =0 (2.63)
V=0 em [

Sendo as componentes da forca de campo de campo definidas para a equacdo do

momentum em X € em Yy, respectivamente, pelas Equacgdes 2.64a e 2.64b.

£ =(12-24y)x" +(24+48y)x’ +(-48+72y" —48y’ +12)x" + (2.64a)
.04a
+(2+24y-72y* +48y° ) x +1-4y +12y* -8y’
f, =(8-48y+48y*)x’ +(=12+72y - 72y*) x* +
(2.64b)
+(4-24y +48y* —48y" +24y*) x—12y* +24y’ —12y*

A solucgdo analitica para o problema é dada pela Equagao 2.65 (DONEA e HUERTA,
2003).

47



V= -x)2y -6y +4y%) =y (- y)(2x-6x> +4x)| T 065

p=x(1-x)

2.6.2 Problema do escoamento em cavidade impulsionado por tampa deslizante (lid

driven cavity flow)

O problema da cavidade impulsionada por tampa moével consiste em um classico
benchmark para simulacdo de fluidos incompressiveis. A cavidade € quadrada, de arestas
estaciondrias, e somente sua tampa “deslizante” causa o movimento do fluido em seu interior.
O equacionamento para este problema é bidimensional (Figura 2.5), adotando-se as equagdes
de Navier-Stokes, desprezando-se efeitos de forcas de campo (como a gravidade) e as devidas

condicdes de contorno:

~pEPV + p(v IOV +0p =0
OOV =0

V=0 em [,[,el,
v=[u 0'em T,

(2.66)

) u=U, v=0
1 r
1 15 e
w=0 T u=0
v=_0 I v=0
Q
0 T, p
. u=0, v=0
0 1

Figura 2.5 — Problema do escoamento em cavidade impulsionado por tampa deslizante
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Para este problema, as varidveis primitivas (velocidade e pressdo) sio comumente
utilizadas e resolvidas numericamente, porém abordagens utilizando vorticidade-linhas de
corrente também sdo encontradas (THOMASSET,1981; GHIA, et al, 1982; MARCHI et al.,
2009).

O problema da cavidade impulsionada por tampa moével, apesar de possuir geometria e
condi¢des de contorno simplificadas, € interessante para avaliacdo da acurdcia de métodos em
desenvolvimento; particularmente, pela mudanga das velocidades proximamente aos cantos
superiores da cavidade — nos cantos, velocidades diferentes se encontram pelas diferentes
condi¢des de contorno essenciais nas arestas perpendiculares (SERT, 2015). Além disto, este
benchmark é interessante pois o campo de pressdo se mantém praticamente constante na
cavidade, exceto proximamente aos cantos superiores — onde se atingem os valores maximos e

minimos, bem evidenciados (DONEA ¢ HUERTA,2003; CHUNG, 2002).

2.7 METODO DOS ELEMENTOS FINITOS PARA ADVECCAO-DIFUSAO

O MEFG, como apresentado anteriormente, ndo € idealmente comportado a resolucio
de problemas de advecc¢do dominante. Na Se¢do 2.6, salientou-se esta dificuldade para as ENS,
porém este advento se da para as equacdes de advec¢ao-difusdo generalizadamente.

As equagdes de advecgdo-difusao para determinada variavel dependente @ , avaliada

na forma vetorial, possuem, em geral, a seguinte tipologia:

%+ﬁm+im+s=0 (2.67)

Onde S € o vetor termo de fonte ou termo de reacdo e as matrizes F e G tais que:

F=F(@) .
G=G@H) '
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A generalidade da Equacdo 2.67 leva a ser denominada de equagdo de transporte, sendo
F responsavel pelo fluxo advectivo e G pelo fluxo difusivo das quantidades expressas em €
(ZIENKWIECZ, et al., 2014).

As equagodes de transporte advém de um conjunto de leis de conservagdo, do balango
das quantidades @ em termos de seus fluxos a determinado volume de controle. A forma da
Equacdo 2.67, portanto, € capaz de generalizar tanto as equacdes de conservacao de massa para
determinada espécie, quanto o transporte de momentum, através das equagoes de Navier-Stokes.
As equagdes de Navier-Stokes, portanto, configuram um caso especial de equacdes de
transporte de advecgdo-difusdo. Para as ENS, F opera sobre @ =P, o momentum (linear), para
estas equagoes. Expressando-se as ENS para o campo de velocidade V, a operacdo resultante

de F € ndo linear. Desta maneira, as ENS sdo equacdes de advecc¢do-difusdo com o termo
advectivo explicitamente ndo linear, pela presencga de (V DIj)V , como visto na Secdo 2.6.

A forma mais simples para 2.67 é quando @ é um escalar. De modo a simplificar o
desenvolvimento, este caso sera adotado nesta secao.

Sendo assim, para a forma escalar assume-se que:

e -6
s - s(x,6)
F=V@
G=-k06

(2.69)

Em que V é o campo de velocidade e 8 é a quantidade a ser transportada, como
concentracdo ou temperatura, por este campo de velocidade, assim como pela difusdo,
assumindo-se o coeficiente de difusdo k constante, presente em G.

O termo de fonte s também faz com que a equacdo como em 2.67 seja denominada de
equacgdo de advecgdo-difusdo-reacdo. Este termo representa fontes externas da quantidade 6 a
serem admitidas no sistema, como no caso de reagcdes quimicas, em que pode haver consumo
ou geracdo de 6.

O desenvolvimento aqui apresentado se dard para regime permanente, ou seja,
06/t =0.

Modificando-se a expressao da Equagao 2.67 de modo a expandir a derivacdo do termo

convectivo F e substituindo-se as defini¢des da Equacao 2.69:
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vihe+e 0oV -0k 06)+s=0 (2.707)

Admitindo-se que, pela equagdo da continuidade, para escoamentos em que o divergente
da velocidade é nulo, no caso de escoamentos incompressiveis, o segundo termo do lado
esquerdo da Equacdo 2.70 desaparece. Assim:

vime-Ok 08)+s=0 @.71)

O problema de valor de contorno oriundo da Equacgdo 2.71 se d4 pela existéncia das

seguintes condicdes de contorno:

=6, eml,
B} (2.72)
nUcDH=k%=q em [,
On

Em que n € o vetor normal a fronteira ' =T, U, e sendo [,,a por¢do de Dirichlet
para a definicdo das condigdes de contorno essenciais e [, a porcdo de Neumann para a

defini¢dao das condicdes de contorno. Na abordagem pelo método dos elementos finitos, as
condi¢des de contorno de Dirichlet sao comumente ditas essenciais enquanto as condi¢des de
contorno de Neumann sao ditas naturais (BELYTSCHKO et al., 2007). A fun¢do ¢, por sua
vez, denota valores prescritos do fluxo normal difusivo na porcdo I, .

As Equagdes 2.71 e 2.72 representam a denominada forma forte do problema. O
primeiro passo para a discretizacdo via MEF se da pela obtencao da forma fraca, ou variacional,
do problema. Como mostrado na Equagdo 2.49, o espago de solugdes tentativa para 6, § é
definido em Q2 de modo que os elementos de § satisfacam a condi¢do de Dirichlet. De maneira
analoga, como mostrado na Equacao 2.50, o espago V de func¢des peso w € escolhido de modo
que w sdo nulas em [, (DONEA e HUERTA, 2004).

A formulagdo fraca para o problema definido por 2.71 e 2.72 € obtida, portanto, da

seguinte maneira:

Encontrar 80 § de modo que:
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[ wlvme)aa - [ wifkDg)aa + [ wsaa=0 (2.65)

OwQdV

Utilizando a féormula de Green (integragdo por partes em mais de uma dimensao) para o

termo difusivo (segundo termo do lado esquerdo):
[V D6 +{[ Cwilx06)dQ - [ wqar |+ [ wsdQ=0 (2.66)
E, como w=0em [, a forma fraca do problema fica conforme a Equagio 2.75.

jQw(V [016)dQ + jgiwtﬁkie)dg + [wsdQ - erwqdr =0 2.67)

2.7.1 A aproximacao de Galerkin para adveccao-difusao

Sejam S” e V", respectivamente, subconjuntos de dimensio finita dos espacos S e V,

definindo-se como espacos de interpolacdo. Sio vélidos nestes espacos que as fungdes peso w'

0 V! sdo nulas em I',. As aproximacdes ¢ 0S”" e satisfazem, com a precisdo da aproximacio

dada por uma medida caracteristica da malha discreta, &, as condi¢des de Dirichlet 8, em [,

(DONEA e HUERTA, 2004; BELYTSCHKO et al., 2007). A formulacdo de Galerkin é obtida
restringindo a forma fraca dada pela Equacdo 2.75 nesSes espacos finitos de modo que se

enuncia:

Encontrar 0" 08" de modo que:

[ (viDer)ag + [ Ow' k06" )aq + [ w'sd@ ~ [ w'qdr =0 (2.68)

Ow'Ovh

Ap0s a discretizacdo de  em elementos Q° (dominio do elemento), 1<e<n, e,

reunindo-os, a Equacdio 2.77 pode ser obtida para a aproximacdo global de 0, ", a partir da

Equacdo 2.51 (HUGHES, 2000):
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gh - niNede

i=e

(2.69)

De maneira a se relacionar a posi¢ao local (em determinado elemento Q) a posi¢cdo

global (em Q) de determinado n6, definem-se os operadores de montagem do sistema global

sob a forma de L€ (matrizes reunidas), booleanas. Assim para os nos de determinado elemento,

de:
d =Ld 1<e<n

el

Substituindo-se 2.78 em 2.77:

0" = (ZNL jd

i=e

Definindo-se a matriz global de fun¢des de forma N:

N= iNeLE

Pela Equacdo 2.80, 0" pode ser expressa por:

8"=Nd=> N,d,

I=1

(2.70)

(2.71)

(2.80)

(2.72)

Devido a presenca das condi¢des de contorno de Dirichlet, uma distin¢ao deve ser feita

para os valores nodais em d, possibilitando a segregacdo dos nés especificados, d,={ 8, }, dos

nés livres, d, do problema. Aspectos computacionais para a particio do sistema serdo

discutidos no capitulo 3. Os nos livres do dominio discreto, d,, serdo os que resultardo da

aproximacao de Galerkin, portanto.
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Utilizando a nota¢do de Hughes (2000) definindo por 77 = { L,2,3,....n,, } 0 conjunto
de todos os nés globais na malha de elementos finitos, /7, o conjunto de nds especificados pela

condica@o de Dirichlet e 77 os n6s livres restantes, sendo /] =/} U/7F , reescreve-se a Equacao

2.81 por:
6'=> Nd, =) Nd,+> Nd, (2.73)
=1 iy JtiE

dE

Sendo assim, para d = L }, de analogamente a Equacdo 2.81:

F

¢"=N,d,+N,d, (2.74)
Ademais, a formulagio de Galerkin diz que a escolha da funcio peso global w" é tal que:

wh gyt = Sﬁ.)fpn{Nf} (2.75)

Na notagdo matricial:
w'=Nw (2.76)

Analogamente, w = [W r W F] "', e como a fungdo desaparece nos nds essenciais pela

escolha de V™

0
w :|: i| 2.77)
We

Admitindo-se, assim, também, a forma 2.86 para a funcdo peso global wh.
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h — —
W= ZN/'WJ =N, w, (2.78)

Jong

Sendo assim, a forma fraca discreta pode ser obtida ap6s as substitui¢des das equagdes
discretas 2.83 e 2.87 para as funcdes de forma e peso na expressdo da forma fraca (Equacao

2.75).

[N (V DT]NF)dQ d, + | iNFT(k BNF)dQ d, +

w,' +J.QNFT (V D]_jNE)dQ d, + J.QleFT (kiNE)dQ dp +=0 (2.79)

+[ N,sdQ —erNFqur

rp

Como os valores nodais W, sdo arbitrarios, pela defini¢io de w", para o produto escalar

dos vetores W, e I, (termo entre chaves) ser nulo, os valores dos elementos de r, tem de ser

nulos.

Desta maneira:

[N, (VIN, )i a, + [ ON," (kON, Jae a, +
ro =1+ [ N,/ (VION, )dQ d, + [ ON," (kON, Jaq a, +{ =0 (2.80)
+[ N."sdQ -[ N,"qdr

A Equacdo 2.89 representa expressdo global do sistema algébrico que governa os

valores nodais desconhecidos, d, da solugdo discreta para a solu¢do do problema de advecgao-

difusdo. O termo do lado esquerdo da Equacdo 2.89, r, representa os residuos para os nds

livres, que sdo todos nulos, como j discutido.
O seguinte sistema de equagdes algébricas, portanto, deve ser resolvido, simplificando

a notagdo da Equacdo 2.88:
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[N,/ (VIEN, Jaa + [ ON,” (KON, Jaa| a, =

Cr Dy

_—IQNFT (viEN, Jaa - [ BN, (kEN, )ao 4, - (2.90)
—IQNFTsdQ +IFNNFT gdr

.
K, K -

O vetor f ", além da contribuicio dos termos de fonte s e do fluxo prescrito g, representa

os termos oriundos da condi¢do de Dirichlet (termos do lado direito da Equagdo 2.89). K ,
pode ser definida como a matriz que opera apenas nos noés livres, somatorio da contribui¢ao
advectiva (dada pela matriz K, ) e difusiva (dada pela matriz K. ):

K, =K

+Kpp (2.82)

AF

Resultando-se em:

K,d, =f (2.83)

O que foi até aqui exposto acerca das condi¢des de contorno de Dirichlet, essenciais,
mostra que seu tratamento € mais dificultoso via o MEF do que as condi¢des de contorno de
Neumann, naturais. As condi¢des naturais, pela propria denominagdo, aparecem explicitamente
na forma fraca, como o desenvolvimento na Equagao 2.75.

Sendo assim, em termos praticos, como sera discutido no capitulo 3, o sistema descrito
em 2.93 pode ser melhor obtido a partir do sistema “bruto”, para todos os nds do sistema. Esta
abordagem facilita sob ponto de vista computacional o jeito de se encarar as condi¢des de
contorno essenciais no MEF.

A forma fraca discreta para o sistema que contempla todos os nés (livres e especificados)

€ denotada pela Equacdo 2.94.
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w/{Kd-f}=0 (2.84)
Definindo-se o residuo global r:
r={Kd-f} (2.85)

A Equacao 2.94 representa forma discreta para os residuos ponderados via o MEFG. A
matriz K é conhecida como a matriz de rigidez global para a formulacdo do método dos
elementos finitos. O vetor f € definido vetor de forcas global. Apds a particao do sistema 2.94,
obtém-se o sistema 2.93, determinando-se assim os nds desconhecidos.

As entidades globais K e f sdo obtidas a partir da juncdo de todas as contribui¢des de

dos elementos finitos da malha — visto a concepcdo primaria do MEF. Logo, as expressdes de
K e f sdo resultado da reunido de todas as matrizes de rigidez por elemento, K e dos vetores

de forca por elemento, f, 1<e<n,. Assim como para d (Equacdo 2.79), os valores nodais

globais de w sdo reunidos a partir de w‘pelas e matrizes reunidas L°. Para consisténcia da

notacdo matricial adotada em 2.94, representando-se a forma transposta:
we =w'L I<e<n, (2.86)

Representando-se a Equagdo 2.94 sob a nota¢do do somatério em todos os elementos:

iweT{Ke a°-£°}=0 (2.87)

e=l1

Substituindo-se as Equacdes 2.79 e 2.96 em 2.97:

WT{iLeTKeLe d—iLeTfe}:O (2.88)

e=1 e=1

Logo, comparando-se 2.98 a expressao de 2.94, definem-se as matrizes de rigidez global

K e o vetor de forcas global f em fun¢do dos termos por elemento (Equagao 2.99).
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K=YL'KL
! (2.89)

F=3 L
e=1

Vale ressaltar que a matriz de rigidez por elemento também pode ser expressa em termos

das contribui¢oes advectiva e difusiva:
K =K, +K, (2.100)

Primeiramente, facilitando-se o desenvolvimento e ilustragcdo para a analise das
equacoes discretas via o MEFG, simplificacdes serdo realizadas para a equacgdo escalar da
advecc¢do-difusdo me regime permanente (Equacao 2.70). Sera considerada, portanto, a equagao
em apenas uma dimensdo (x). Além disto, para determinar as matrizes por elemento, a
velocidade na direcdo x, U, serd considerada constante (sendo o coeficiente para advecgao),

assim como k e s. Logo, a Equacao 2.70 se simplifica a seguinte EDO:

2
y 40, 40
dx dx

+5=0 (2.101)

Sendo o dominio unidimensional Q = [O, L] , a forma fraca é obtida (a partir da Equagao

2.76) para a Equacao 2.101:

l l l
IwUd—gdx+ Iﬂkd—gdx+_[wsdx—wqr =0
0 dx o dx dx 0 N
(2.90)
6=0, eml

Substituindo-se as integrais da Equagdo 2.102 em Q pela soma das integrais nos

. . e e _
dominios Q¢, para elementos lineares de tamanho X, —X, — h:
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Lz

e=

weT{fo N Bdrx d® + xkaf"Bedx d° +.|.N sdx—N* g

{j vl Id_wkfi—edx+xfwsdx—wq|rN}:o (2.91)

X

Na forma discreta matricial, substituindo as Equacdes 2.51 e 2.53 na Equagdo 2.103 :

- } =0 (2.92)

¢ ¢ ¢
X X X

Por comparagdo a expressao de 2.97, e, pela Equacao 2.100, € possivel identificar que:

K, = jU N B¢dx

.
X

K, = [kBBdx (2.93)

- _[N sdx-Ngq

.
X

My

Utilizando elementos lineares (como o da Figura 2.6), as seguintes funcdes de forma

sao adotadas para seus dois nds do problema unidimensional:

N, =—"1 (2.94)

/ N

Nx)— —N,(x)

e e

X, X,

Figura 2.6 — Elemento unidimensional linear

59



Para que a matrizes linha N ‘e B¢das funcOes de forma sejam:

Ne :|: xe_X2 e )Ce_x1 e:|:l [(xze _-x) (x_xle)
x -x x°-x h (2.95)
B _iNez—[ 1 1]

dx

Pela Equagdo 2.105, para as expressdes de K, e K ,“:

KDzj %{ﬂk%[—l |dx = 5{ }[ 1] jdx = —{_ 11 (2.96)

k=] U - 2

hi(x=x°)

- Ef {(x—x;) G _x)}zx -

| {(xf 'f)}[—l tas
(x=x,)

e
X

h? he (x =x) (x=x
_1 e eN2 1 e __ _eN2 _1 2 1 2 2.97
_ U 5(}(2 X ) E(Xz X, ) :E Eh Eh _ (2.97)
2 2
h __(xze _xle)z _(xze _xle)z h _%hZ %hZ

Para elemento com todos os nds internos ao dominio, a expressao de f“é obtida a partir
da Equacdo 2.105:

fe:xje L = sdx =2

(x=x)

(=5 _shil 2.98
. 2|1 (2.98)

2
(XQ - xle)

SR R

A partir destes resultados, o sistema de equacdes reunidas na forma usual de elementos
finitos para ambos elementos que compartilham determinado né o método de Galerkin fornece

a seguinte equacao de diferencas para determinado no6 interno j:
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8. -6 6. —-20.+0.
U|:( 41 1—1):| —k|:( i+ 21 J‘l):| +5=0 (2.99)
2h h

Vale ressaltar que, para o caso de s constante, a Equacdo 2.111 é a mesma da obtida

utilizando diferencas finitas centrais, visto que, por esta abordagem:

d_g{(gjﬂ _01—1)} dzg:[(gjﬂ ~20, +6’j—1)} (2.100)

dx 2h dx* h?

A fim de caracterizar a importancia relativa da adveccdo frente a difusdo para

determinada malha utilizada, define-se o numero de Péclet do elemento, Pe , :

Pe, =— (2.101)

Pe , —1 Pe , —1
Ul feazllg 1| 2 |g -[£ea=llg 14420 (2.102)
2h Pe, ! Pe, |’ Pe,, !

A Equagdo 2.114 se mostra ndo simétrica e possui perda da acuricia a medida que Pe

aumenta. De fato, quando Pe, — o, a solucdo é puramente oscilatoria, sem relacdo alguma

com o problema a ser resolvido (ZIENKWIECZ, et al., 2014). O método de Galerkin, desta
maneira, perde a capacidade de aproximagdo adequada quando o operador advectivo ndo-
simétrico domina o operador da difusdo nas equacdes de transporte (DONEA e HUERTA,
2004).

Para melhor ilustrar as deficiéncias do MEFG, Donea e Huerta (2004) apresentam uma
forma numérica utilizando elementos lineares, para o caso em que s =1, para que os erros de
truncamento oriundos sejam resultantes apenas dos operadores advectivo e difusivo para a

equacdo de transporte. Para o caso de s =1, a solugao exata para a Equagio 2.101 é:
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(2.103)

A solu¢ao numérica pelo MEFG para este caso mostra que para Pe, >1, oscilacdes
espurias entre um nd e outro, oriundas da aproximagao, ocorrem, se afastando progressivamente
da solucdo exata (2.115) a medida que Pe , aumenta.

O erro de truncamento do MEFG € o responsével por tais oscilagdes, portanto. Donea e
Huerta (2004) obtém uma forma de discretizag¢@o de estrutura similar a Equacdo 2.114, porém

fornecendo a soluc¢do exata em cada no, para quaisquer valores de & e Pe ,, utilizando-se da

Equacdo 2.115 para representar os n6s ¢,, 6,_, e 6,,,. Com as devidas manipulagdes, obtém
o seguinte esquema de discretizagdo 6timo:

U

o (1= coth Pe,, )., +(2coth Pe,, )8, — (1 +coth Pe)d,_, | +1=0 (2.104)

Que pode ser rearranjado, similarmente a 2.111:

(0j+1 —Hj_l) _ - (0j+1 _Zgj + Hj—l) _
U{T} (k+k)[ - }s—o (2.105)

Onde k é definida como a difusdo numérica adicionada:

k=a—, sendo a =coth Pe,, —

2 Pe. (2.106)

A difus@o numérica imposta por 2.117 apenas depende, portanto, do refinamento da
malha utilizada e dos parametros da equacgdo de transporte em questdo. O erro de truncamento
pelo MEFG se da sob a forma de um operador difusivo. A aproximacio pelo MEFG falha em
ndo apresentar a parcela k (9j+1 —29j +9j_1 ) / " , como apresentado na Equacdo 2.117,
introduzindo, assim, uma difusdo numérica negativa.

O mesmo esquema obtido em 2.116 e 2.117 pode ser expresso da seguinte maneira:
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6. -6 g -0, 6., -20 +6.

A Equacdo 2.119 evidencia a discretizacdo do termo advectivo utilizando esquema
“para frente” (upwind) e ndo mais central quando se utiliza a discretizacdo exata. Desta maneira,
o MEFG, ao utilizar a aproximacdo por diferencas centrais falha ao introduzir a difusdo
negativa, que € balanceada na discretizagfo exata por k . Vale ressaltar que a utilizagdo de & a
fim de se balancear esta deficiéncia ndo € bem embasada (ndo consistente). Esta modificacao
ndo ¢é estabelecida no termo de fonte e pode fornecer resultados errados em certos casos
(ZIENKWIECZ, et al., 2014).

As Equacgodes 2.117 e 2.119, respectivamente, apresentam o desenvolvimento de duas
familias de técnicas de estabilizacdo para o MEFG: uma baseada na introdugdo da difusdo
numérica k € outra preocupada com o estabelecimento de formas de discretizagdo ndo centrais
do operador advectivo, também denominado de esquemas upwind (DONEA e HUERTA,
2004). Vale ressaltar que conceitos bdasicos desenvolvidos acerca da necessidade da
estabilizacio do MEFG podem ser melhor desenvolvidos e evidentes em uma dimensdo, e
podem ser estendidos a problemas multidimensionais, ainda tratando € como um escalar,
possuindo, também, grande relagdo com os procedimentos adotados para o caso vetorial
(ZIENKWIECZ, et al., 2014).

A aproximacdo upwind utilizando estrutura de diferencas finitas (para frente), Equacao

2.111, pode ser reescrita assim:

6. -0 6. -20 +6
U{M}(kﬂj_’lj{( m 2O f‘l)}s:o (2.120)
2 2 h?

E, comparando-se com a Equacgdo 2.117, percebe-se que, corresponde-se ao caso em
— Uh
que k 2%, e, por 2.118, o paramentro @ =1. A formula¢do dada pela Equagao 2.120 ¢é

denominada de full upwinding. Este esquema € criticado em algumas literaturas por ser
excessivamente difusivo, apesar de estavel. Por exemplo para o problema de solucdo analitica

dada por 2.115 (quando s =1), para altos valores de Pe, (em torno de 5), a solucdo ¢ estavel

e proxima a analitica; para valores mais baixos de Pe, (menor que 1), a solugdo € estivel, mas
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se mostra mais distante da analitica. Para estes valores mais baixos, portanto, a soluc¢do via o

MEFG néo apresenta oscilacdes e é mais acurada (DONEA e HUERTA, 2004).

2.7.2 Métodos de Petrov-Galerkin e técnicas de estabilizacio

Com a estrutura de elementos finitos, muitas técnicas podem ser utilizadas para se obter
o efeito upwind. A ideia chave € substituir a formulacio de Galerkin pelas formas denominadas
de Petrov-Galerkin. Nas formulacdes de Petrov-Galerkin a forma de residuos ponderados se da
com a escolha das fun¢des peso de classe de funcdes diferentes das solugdes tentativas. O
pioneirismo da utilizagcdo das formulagdes upwind para o MEF se da pelo grupo de Zienkiewicz
em 1976 (DONEA e HUERTA, 2004; ZIENKWIECZ, et al., 2014), baseando-se na
modifica¢do das funcdes peso de maneira que o elemento a jusante (upstream) a determinado
no6 é ponderado mais intensamente do que o elemento a montante (dowstream) a este no.

Pelas Equacdes 2.117 e 2.118, a expressdo 6tima pode ser construida escolhendo-se o

valor de @ = coth Pe,, —1/Pe,, . A forma fraca para este caso pode substituir a forma fraca usual

pela Equacao 2.121.

(2.Erro!
y y Nenhuma
.[w +.[d k+k)—dx+.[wsdx 0
0 o dx sequéncia foi

especificada.)

Pela defini¢do de k (Equagdo 2.118), a forma fraca 2.121 pode ser re-escrita por:

]
I(w+a'——jUd€d J.@kd—gdx+.[wsdx:() (2.122)
0 2dx) dx 0 dx

Mostrando a equivaléncia das abordagens por difusdo adicionada ou pela formulacdo de

Petrov-Galerkin com a escolha das funcdes peso para o termo advectivo dada por:

w=w+a—— (2.108)
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Esta formulacao de Petrov-Galerkin, todavia, ndo € consistente, visto que a modificacao

imposta pela Equacdo 2.123 somente se da para o termo advectivo. Para o problema

estabelecido em 2.101, a matriz de rigidez para advecg¢do por elemento, K Ae rc » € dada por:

K,

e
X

:J~ Ul(x,  —x)—ah/2 l[—l 1]dx _
re hi(x=x )+ah/2|h

e
X

h® LGmx ) +ah/2
_ 2}62(’ (x_xze) (xze —x) dx + Exz(’ ah/z —O'h/z dx: (2.109)
h ol =x (x-x) W Jl-ah/2 ahf2

I
—_
—_

ul T va™l1 -1 ul-1 11 val h -h
— + — dx = — +— =
20-1 1  2n (-1 1 20-1 1| 2n|-h h
ul-1 1, u[a -a|l _u[-1+a 1-a

2 -a a 21-1-a 1+a

[ w—y

2

I
—_
—_

Possuindo estrutura similar a da matriz K ,° pelo método de Galerkin (Equacdo 2.109).

Como esta abordagem fornece mais “peso” ao elemento a frente de determinado no,

consiste em uma estabilizagdo do tipo upwind, comumente chamada de streamline upwind (SU)

quando da sua generalizagdo para mais de uma dimensao, visto que a difusdo adicionada se da

apenas na direcdo do escoamento somente (DONEA e HUERTA, 2004; ONATE e MANZAN

2000).

O esquema SU inconsistente pode ser desenvolvido para dominios em mais de uma

dimensdo. Dada a Equacdo 2.71 como equacdo governante para o caso multidimensional, a

ideia de SU € modificar as fungdes peso adicionando-se a difusdo artificial apenas na direcdo

do escoamento, ndo perpendicular a este, a fim de evitar a denominada difusdao do tipo

crosswind, que insere difusdo em excesso. Portanto, se substitui a forma escalar da difusdo

adicionada, k pelo tensor difusividade, que, em notago indicial € tal que:

~

i

VI

_VV.

tJ

(2.110)
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Sendo V o vetor velocidade e V; a componente da velocidade na dire¢do i (x;), utilizando
esta notacdo indicial. Uma expressdo para k generalizada para qualquer dimensdo ainda ndo é
obtida (DONEA e HUERTA, 2004). Para o caso especifico de duas dimensdes, utilizando as

coordenadas normalizadas ¢ e ; e elementos quadrilateros (Figura 2.7):

l€=%(gV{hg +7V, ) @.111)
Sendo:
& =coth(Pe, ) - ! Pe _ Vehe V,=¢, IV
- ¢l & ’ ¢ %
Pe; 2k
_ 1 V. h . (2.112)
77 = coth(Pe,) = ——, Pe, :%, V,=¢, IV

n

Os vetores €.e €, 530 unitarios e compdem a base para as coordenadas & e 5, de origem

no centro do elemento quadrilatero a ser utilizado (Figura 2.7).

Figura 2.7 — Elemento quadrilatero de quatro nds nas coordenadas & e 1) (adaptado de DONEA e HUERTA,
2004).

Para o caso em que a coordenada X, estd alinhada com as linhas de corrente do

escoamento e X, é perpendicular, ou seja, V, =0, o tensor difusividade é dado por:
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~ |1 0
k=l{ } (2.113)
0 0

De maneira a se determinar as fungdes peso SU para o caso multidimensional, a

expressdo para a forma fraca serd analoga a Equacdo 2.75, contemplando-se agora K.
Considerando, por simplicidade de notagdo, a ndo presenca de condi¢des de contorno de

Neumann:
[w(vme)aa + [ Owlik1+k)06Jae + [ wsaq =0 2.114)

Em que I é a matriz identidade, utilizada para coeréncia da notacdo em 2.129.

Rearranjando-se a Equacgdo 2.129:

[V m6)aq + [ DwikO)aQ + [ wsdq + [ Owikg)aa=0

formulagaode Galerkin(MEFG) termode SU inconsistente

(2.115)

O termo de contribuicdo SU pode ser re-escrito pela Equacdo 2.131, utilizando a

definicdo do tensor difusividade (2.125):

[ Ok 06)dQ = Qﬁ(v Tiw) v (116)dQ (2.131)

Consequentemente, por 2.131, a Equagdo 2.130 pode ser expressa por:

[, W+L|‘]]_<”2 (v Dﬁw)] (vim)ae + [ OwifkD16)dq + [ wsda =0 (2.116)

E, finalmente, obtém-se a expressao para a funcdo peso que pondera o termo advectivo

apenas por esta formulacao inconsistente, analogamente a Equacao 2.123:
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3

=w+[ k (VEﬂﬁw)} (2.117)

VI

Com isto, é perceptivel a equivaléncia dos métodos de difusao numérica adicionada e
SU também para mais de uma dimensdao. O método obtido € dito inconsistente visto que a
fungdo peso modificada W pondera apenas o termo advectivo. Embora muito utilizado na
literatura, sendo uma boa escolha para muitos problemas que envolvam equacdes de transporte,
este método € capaz de falhar em casos mais complexos, como quando ha termo de fonte

(distribuido, sendo s = s(x) ), ou, ainda, para casos ndo-estacionarios (DONEA e HUERTA,

2004). Na realidade, modificar apenas a funcdo peso para o termo advectivo resulta numa
formulagdo nao residual para o MEF com SU inconsistente.

Para obter uma formulagdo consistente, Brooks e Hughes (1982) propdem a utilizagcdo
de uma funcao peso modificada para todos os termos da forma fraca (Equacao 2.132).

A implementacdo da formulacdo consistente para as formulacdes de Petrov-Galerkin
ndo € sujeita as cldssicas criticas associadas a utilizacdo da difusdo artificial por uma grande
variedade de métodos upwind (BROOKS e HUGHES, 1982). Estas criticas sdo bem
evidenciadas quando do uso de esquemas de diferencas finitas, em que a introdugdo desta
difusdo artificial sofre dos mesmos problemas discutidos para o MEF e ainda ndo pode ser
logicamente justificada (ZIENKWIECZ, et al., 2014; FRIES e MATTIES, 2004).

Ainda se valendo do conceito anidlogo de se adicionar difusdo apenas na dire¢do das
linhas de corrente, porém agora de uma maneira dita consistente, 0 método SUPG se mostra
como um dos principais métodos de Petrov-Galerkin para a estabilizacdo da equacdo de
adveccao-difusdo. Os métodos consistentes (como o SUPG) também sio denominados na
literatura como técnicas de estabilizacdo.

Para adquirir consisténcia, o termo adicionado pelas técnicas de estabilizacdo é funcao

do residuo da equacdo diferencial. A expressdo para o residuo R(6) da equacéo de advecgéo-

difusdo (Equagdo 2.71) € definida por:
RO =VIO-Oik 08)+s (2.118)

Ou, para a notacdo com o operador diferenciacido D:
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R(O)=D(O) +s (2.119)

Para o MEF, o residuo é computado em cada Q. A formulacdo geral (na nota¢do por

elemento e) dada para as técnicas de estabilizagdo € tal que:

J‘Qg W(V [Dﬁ@)dQ + IQF iw[@ki@)df) + J‘Qg wsdQ +er P(w) TR()dQ =0

formulaciaade Galerkin(MEFG) termode estabiliza&do

(2.120)

Onde o termo de estabilizacdo é definida com base no residuo (erro) da aproximacao.
P ¢ determinado operador aplicado as funcdes teste w e 7 € denominado parametro de
estabilizacdo, sem defini¢do unificada. A escolha do operador P resultard na diferenca entre as
técnicas de estabilizacdo. E notério que a forma da estabilizagdo dada pela Equagdo 2.136 é
aplicada a todos os termos que compdem o residuo R (@) e ndo somente contempla o termo
advectivo.

Para o método SUPG, a técnica de estabilizacao € definida assumindo que:
P(w) =V [Mw (2.121)

Esta forma para o operador € similar aquela apresentada para a perturbacao na funcao
teste introduzida pela formulacdo SU inconsistente (Equacdo 2.132). Assim, é equivalente a
adotar-se a aplicacdo da funcao teste definida pela Equagdo 2.133 a todos os termos da forma
fraca. Como o espaco de funcdes peso nao coincide mais com o de funcdes tentativa, esta
formulacao € do tipo Petrov-Galerkin propriamente dita. O parametro 7 ¢é usualmente definido
por:

k
VI

r= (2.122)

Exemplificando-se para o caso unidimensional com U e s constantes (Equagdo 2.101),

as expressoes para P(w), T € R(f8) sdo:
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R(O) = Ud—e—kd f+s
dx X

Substituindo a Equacdo 2.139 na Equagdo 2.136:

l l 2
j U e j@kd—gd +jwsdx+jUdW 99 1 s |an=0 (2.124)
dx dx Vacou|” ae  de

Rearranjando-se de forma a obter todos os termos com & reunidos:

o ahdw) d@  dwd6  ahdwd®0 0 ahdw
jU wt W4T AV aY + [ w+Z 2 gax =0 (2.125)
2 dx ) dx  dx de 2 dx dx’ 2

L¢

Na forma discreta, as matrizes de rigidez por elemento e o vetor de forcas sdo obtidos

pela Equacao 2.142:

K¢ =[]E[[U(Ne +a7hBe JBeJ+(kBETBy (k%hBe Ceﬂdx

L°

p (2.126)
fe:j(Ne + gt j dx
1,° 2
Definindo-se C¢por:
2 2 e 2 e
leng = ddl\j d°=Cd* = C°= ddxlj (2.127)
X

Pela Equacdo 2.142, percebe-se a consisténcia do SUPG como método de Petrov-
Galerkin, pela modificacdo tanto de K °quanto de f¢. E notério que, somente para o caso de

elementos lineares, o termo das derivadas segundas (envolvendo C°) sdo nulos e a matriz K*

¢ a mesma utilizando a técnica de SU inconsistente. Porém, mesmo quando se utilizam os
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elementos lineares, o método SUPG ainda proporciona melhores resultados para determinados
problemas quando comparados ao SU inconsistente, pela diferenca no computo de f°.

Trabalhos na literatura mostram que o método SUPG e outras técnicas de estabilizacao
também sdo adequados a se contornar a condicao de LBB, além da estabilizacdo da adveccdo
anteriormente discutida neste capitulo. Bathe et al. (2000) submeteram as formula¢des para o
MEF com estabilizacdo upwind em testes para a verificagao da adequagdo a condicdo de LBB,
em comparacdo ao MEFG. Seu estudo mostrou que os métodos com estabilizacdo upwind
passam em todos os testes para a condicao de LBB, podendo, portanto, ser utilizados para outros
tipos de elementos sem ser os estaveis por LBB, contidos na Tabela 2.3 (FRANCA et al., 2003).

Ainda sobre esta investigacao, um dos trabalhos iniciais interessados em se contornar
as condi¢des de LBB foi realizado por Hughes et al. (1986), desenvolvendo uma nova
formulacao de Petrov-Galerkin, aplicando-a ao problema de Stokes. O problema de Stokes ndo
envolve a desestabilizacdo pela advecc¢do, mostrando que os métodos de Petrov-Galerkin
servem também para a satisfacdo da condi¢do de LBB puramente, portanto.

Quanto a anélise dos erros da aproximag¢do, o método SUPG ndo se adequa, portanto, a
teoria clissica para o MEF, justamente por contornar a condicio de LBB. Sangalli (2003)
salienta a dificuldade em se mostrar que esquemas de estabilizagdo como o SUPG sdo guasi-
6timos, ou seja, que estdo perto o suficiente e que possibilite o melhor ajuste de € no espago de
solucdes tentativa. Neste trabalho, foi mostrada a quasi-otimalidade dos métodos SUPG para o

caso unidimensional de adveccao-difusio.
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3 METODOLOGIA

Neste capitulo, sdo apresentadas as técnicas matematicas e numéricas adotadas para a
modelagem proposta dos fendmenos em estudo. Inicialmente, € concebido com maiores
detalhes 0 modelo matematico adotado. A modelagem numérica para solu¢do deste modelo
utilizando o método dos elementos finitos é posteriormente detalhada, ressaltando-se as
estratégias e técnicas utilizadas para a obten¢do da forma fraca para os problemas, bem como a
concepcdo do sistema de equagdes algébricas obtido apds discretizacio.

Detalhamentos da implementacio computacional para os casos propostos sao
esquematizados e aprofundados com o objetivo de melhor relatar a metodologia proposta e
facilitar o entendimento das etapas necessarias para andlise de elementos finitos.

Para validagdo das técnicas numéricas implementadas, inicialmente € concebida a
metodologia descrita aos problemas benchmark (descritos em 2.6.1 e 2.6.2). Desta maneira, a
organizacao deste capitulo se da de modo a obter, primeiramente, cada etapa metodologica para

estes problemas — descritas inicialmente em cada sec¢do. Posteriormente em cada se¢io, sdao

detalhadamente salientadas e discutidas as etapas para o problema em estudo para os PSM.

3.1 MODELAGEM MATEMATICA

As equacOes governantes para os fendmenos juntamente com as devidas condi¢Oes de
contorno dos problemas de validacdo e do problema em estudo sdo desenvolvidas, de forma a
obter a chamada forma forte para os problemas. Para a modelagem dos PSM (secdo 3.1.2),
serdo mostradas, através das equagdes para os fendmenos de transferéncia de momentum e
massa, a necessidade da resolucdo conjunta (acoplada) na posterior formulacido adotada via o

MEF.

3.1.1 Os problemas benchmark

Na secdo 2.6 foram apresentados os dois problemas benchmark que sdo utilizados para

validagdo das rotinas numéricas posteriormente implementadas: o problema de Stokes com
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solucdo analitica (se¢do 2.6.1) e o problema da cavidade impulsionada por tampa deslizante
(secdo 2.6.2).

A forma forte para o problema de Stokes analitico é dada pela Equacdo 2.63, sendo o
vetor de forcas definido como fun¢do da posi¢ao (fungdo de x e y) — Equagdo 2.64. Este
problema € interessante para avaliacdo dos elementos finitos sob formulacdo mista, de maneira
mais ripida sob ponto de vista computacional por se tratar de um problema linear — a equagdo
governante € a equacdo de Stokes para o escoamento, ndo possuindo o termo advectivo. O
dominio deste problema ¢ bidimensional, consistindo em uma cavidade quadrada,
Q=(0,1)%(0,1). As solugdes analiticas para V e p sdo dadas pela Equacdo 2.65, de modo a,
posteriormente, se comparar as solucdes numéricas do acoplamento velocidade-pressdo sob a
formulagdo mista.

O problema da cavidade impulsionada por tampa deslizante também possui como
dominio a cavidade quadrada, sendo a equacdo de Navier-Stokes a equagdo governante.
Admite-se que o fluido € incompressivel, newtoniano e isotérmico e em regime permanente. A
forma forte para este problema é apresentada na Equacdo 2.66. A descontinuidade das

condicdes de contorno nas duas quinas superiores (I, I, e [, (T, ) da cavidade proporciona

singularidade do campo de pressao nestes pontos. Vale ressaltar que, como todas as condi¢des
de contorno apresentadas na Equacdo 2.66 sdo de Dirichlet, a solug@o para pressao é conhecida
a menos de uma constante, visto que nas ENS apenas o gradiente da pressdo aparece. Desta
maneira, € necessario, a0 menos, especificar um n6 para pressdo, de modo a se obter unicidade
da solucdo para p, para que o sistema definido ap6s a discretizagdo nao se torne singular.

Definiu-se, assim, pressdao nula no n6 do canto esquerdo inferior do dominio:

p=0 em [N, (3.1

3.1.2 Modelo matematico para o processo de separacao por membranas

Neste trabalho, ¢ adotada a modelagem matematica adequada principalmente ao
tratamento de moddulos espirais. A concepg¢ao do fluxo cruzado de alimenta¢ido e permeado,

entretanto, também pode se adequar a outros PSM com outras configuragdes dos modulos.,
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como por exemplo, nos mdédulos de placa-e-quadro, que também se utilizam de membranas
planas (HABERT, et al., 2006).

Nos moédulos espirais, as membranas sao placas planas, em que um “envelope” de
membrana é enrolado em torno de um tubo coletor perfurado, utilizando-se dos espacadores da
alimentacdo entre estes envelopes para garantir a passagem da alimentagdo na direcao axial do
modulo (Figura 3.1a). Uma parte da solu¢do de alimentacdo permeia por dentro do “envelope”,
obtendo-se assim, apds esta permeacgdo, o fluxo de permeado. A espiral direcionada ao centro
delimita o lado do permeado deste processo, destinando-o ao tubo coletor perfurado. Em
processos em escala laboratorial, geralmente, se utilizam mddulos com apenas um ‘“envelope”

de membranas enrolado.
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Figura 3.1 - Configuracido dos médulos espirais. Adaptado de Baker al. (2004) e Keong (2007).

O “envelope” de membranas consiste em duas folhas de membrana (placas planas) que

sao seladas em trés das quatro arestas de um espagador para o permeado, inserido entre estas

74



folhas. A quarta aresta desta configuragdo membrana-espagador-membrana € posteriormente
ligada ao tubo coletor perfurado, possibilitando a obten¢do de um “caminho” definido para o
permeado que adentra o envelope, o lado do permeado, conduzindo-o ao tubo coletor (Figura
3.1b). Os espacadores da alimentacdo sdo colocados entre estes “envelopes” possibilitando,
posteriormente, que estes componentes sejam conjuntamente enrolados (Figura 3.1¢). Assim,
uma solugcdo entra no moédulo (alimentacdo) e duas solucdes saem (o permeado e o
concentrado).

Para a modelagem do fendmeno, pode-se pensar no médulo quando desenrolado, de
modo a simplificar a geometria e ndo haja perda da esséncia do escoamento cruzado entre
alimentacdo e permeado existente (ROY et al.,, 2015). Para este modelo, assim, hd a

possibilidade de utilizacao de coordenadas cartesianas (Figura 3.2).

. . . Membrana
N Y

Fluxo do permeado

comprimento da
membrana (])

altura do canal da t
alimentacio (k)

altura do canal
do permeado

Figura 3.2 - Configuragdo para o médulo espiral “desenrolado”. Adaptado de ROY et al., 2015)

Os trabalhos da modelagem deste PSM na literatura se dividem entre utilizar o canal
com duas membranas (WILEY e FLETCHER, 2002; ABDEL-RAHMAN, 2006) ou canal com
membrana e parede impermeavel (GERALDES et al., 2000, 2001, 2002; MA et al., 2004;
HUANG e MORRISSEY, 1999; AHMAD e LAU, 2007; PAK et al., 2008). Neste trabalho, o

esquema adotado para o desenvolvimento do modelo serd o apresentado na Figura 3.2, em que
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se considera o canal existente entre uma parede impermedvel (superior) e a membrana
(inferior), distantes a uma altura A.

Nestes canais, assim como nos modulos espirais quando enrolados, a distancia em y
(altura do canal, /) do espaco definido para o escoamento da alimentacdo € muito menor que
as dimensdes em x (comprimento do canal, /) e também em z (largura do canal w), podendo ser
utilizada essencialmente a modelagem em configuracdo bidimensional (para as coordenadas x
e y). Sendo assim, o esquema apresentado pela Figura 2.4 torna-se adequado. Vale ressaltar que
a concepg¢ao desta modelagem pode ser aplicada ao caso de outros tipos de modulos, como por
exemplo os moddulos essencialmente planos (placa-e-quadro) e € analoga, também, aos de
geometria cilindrica, como os mddulos de fibra oca. Para estes mddulos, as coordenadas axial
e radial sao utilizadas para a modelagem do fluxo cruzado do permeado (na direcdo radial) e da
alimentacao (na direcdo axial).

O escoamento principal da alimentagdo se di ao longo de x, e o de permeado se d4 na
direcdo y, de modo que ndo haja variagcao do perfil de velocidades ao longo da largura da folha
da membrana (definida em z), suficientemente grande para esta consideracao.

A origem das coordenadas cartesianas x e y € escolhida de modo que esteja localizada

no ponto de entrada da membrana. Portanto, o dominio bidimensional Q utilizado é um canal
retangular, tal que Q=(0,/)*(0,/), sendo h<<I para a devida representacdo do processo em
questao.

Nas simulagdes apresentadas no Capitulo 4, utilizou-se a razdo //h=1000, também

utilizada por Geraldes et al. (2000, 2001, 2002) em seus resultados. As equagdes para o
movimento, governantes para velocidade, sdo as ENS para fluido incompressivel e newtoniano

N

resolvidas conjuntamente a equagdo da continuidade (equagdo utilizada para pressdo na
discretizagio via 0 MEF). Sendo o vetor posi¢io x =[x y|" e a velocidade V =[u v]", em

notagdo por componente, para 0 escoamento, tem-se as seguintes equagdes governantes para o

movimento:

1. Equacdo da continuidade para fluido incompressivel

Ou 0v_, 3.2
Ox 0y (3.2)

2. Equagoes do momentum (ENS) para fluido incompressivel e newtoniano:
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,0( Oou auJ 0°u azuj Jop _
U—FV— |~ — +V— |+ ——pf, = (3.32)

ox Oy x>  ady’) ox

ov  Ov v 0v) Op

Tv - v |+ P = 3.3b
,O[u ox vayJ ox’ vasz dy A, (3-3b)

Para o problema, serd desprezado o termo o termo de forcas de campo, mais
explicitamente, a gravidade, em 3.3a e 3.3b ( f, = f, =0).

A equacdo de balanco de massa do soluto, espécie submetida ao processo de separacdo
em questdo, considera que este € uma espécie nio-reativa, consistindo, pois, na equagdo de
advecgdo-difusdo quando s =0 . Vale ressaltar que, por simplicidade de notagao sera omitido

o indice i para o soluto:

cEc,, sendo i referente ao soluto (3.4)

N

Retornando-se a notagdo utilizada na Equagdo 2.71, para o caso de & ser igual a
concentragdo do soluto ¢, e sendo k = D, a difusividade do soluto no solvente, a Equagéo 3.5
apresenta a equacdo governante para a transferéncia de massa do soluto, em notagdo por

componente.

3. Equacgdo da adveccdo-difusdo para o soluto (conservagdo do soluto)

Oc Oc 0°c 0°c)_
U—+v—=D| ——+—|=0 (3.5)
ox 0Oy ox~ 0dy

Orientando-se espacialmente as coordenadas da Figura 2.4 e adotando-se a notacdo
simplificada para a concentracdo do soluto, a Figura 3.3 auxiliard no entendimento das

condi¢des de contorno impostas a resolucdo do problema.
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s e e e ey

Figura 3.3 — Modelo esquemdtico para o canal de alimentacdo e a numeracgdo das condi¢des de contorno

Com relagdo as condi¢cdes de contorno, as condi¢cdes contorno de entrada (C.C.1,
Equacdo 3.6) prescrevem a concentragdo inicial de soluto e a velocidade inicial da alimentagao,

apenas na direcao axial x.

C.C.1) Condigdo de contorno da entrada
u=U, v=0, eml, (x=0, Uy) (3.6a)
c=c, em[, (x=0, Oy) (3.6b)

As condig¢des de contorno na parede impermeavel (C.C.2) sdo de ndo deslizamento para
a velocidade e de variagdo nula da concentracao (fluxo nulo) na direcdo transversal visto que a
parede € impenetrével, e, portanto, ndo ha fluxo de massa do soluto na dire¢do normal a mesma.

Estas condi¢des estdo matematicamente impostas pela Equacao 3.7.

C.C.2) Condigdo de contorno da parede impermedvel

u=0, v=0, eml, (y=h, [x) (3.7a)
Z_; =0 em T, (y=h, Ox) (3.7b)

Para a condicao de saida, é admitido que, para a velocidade, a condicao de contorno é
do tipo traction-free, ou seja, assumindo-se a ndo existéncia de tra¢do, ou seja, assumindo-se

fluxo uniforme na saida também conhecida como far-field flow boundary condition
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(KAJISHIMA e TAIRA, 2017). Esta condi¢do de contorno assume que ndo hé tensio externa
sobre o elemento de fluido neste contorno, nao fornecendo nenhuma restricio ao escoamento
posterior a esta, portanto. Para a concentragdo, assume-se que a concentragao € completamente
desenvolvida no plano de saida. Matematicamente, as condi¢des de saida sdo dadas pela

Equacdo 3.8, em que:

C.C.3) Condigdo de contorno da saida

t=n[T=0, eml[; (x=1/ Uy) (3.8a)
dc
E =0, eml; (x=1/, Uy) (3.8b)

Sendo t o vetor das tragdes, T € o tensor tensdo de Cauchy e no vetor normal a

superficie, no caso, a saida (em notac¢do indicial, ¢ ; =Tyn ). Na secao 3.2, se desenvolvem as

/M
expressoes para te T e é discutida uma melhor maneira de se estabelecer naturalmente esta
condi¢do de contorno, sendo também denominada de condi¢do de contorno neutra (HESKETH,
2007).

As condi¢des de contorno da membrana (C.C.4) sdao mais complexas que as anteriores,
visto que hi o fluxo de permeado através da membrana. As condi¢cdes de contorno para
velocidade e concentracdo encontram-se acopladas neste contorno. Primeiramente, a equacao
modificada para o modelo osmoético (Equagdo 2.31), desenvolvida na secdo 2.4, pode ser

utilizada para expressar a velocidade de permeado (v,). A segunda condi¢do € obtida pelo

balango de massa entre os “lados” da alimentacdo e do permeado, considerando a passagem

através da membrana.

fluxo méssico adjacente fluxo méssico adjacente
a entrada da membrana ; =4 a saida da membrana (3.9)
(lado da alimentacdo) (lado do permeado)

No lado da alimentacdo, ha tanto o fluxo difusivo como advectivo, como discutido na
secdo 2.3, resultando no fendmeno da polarizacdo da concentracdo. Para o lado do permeado,
considera-se apenas a adveccdo, visto que, posteriormente todo o permeado é devidamente

misturado a uma unica corrente. Pela geometria do problema, o fluxo difusivo através da
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superficie da membrana, se d4 apenas na dire¢do y, visto que o vetor normal € nesta direcdo

(componente x nula). Logo:

(—vmcm)+(—D%nyj=(—vpcp) (3.10)

Sendo v, =v,, e pela defini¢do de f' (Equacdo 2.35):

oc,

=v,c, (1= f" (3.11)
Oy

v,c, tD
Simplificando-se a Equacao 3.11:

d
fve, +D6Lym=0 (3.12)

A condicao dada pela Equagdo 3.12 consiste em uma condi¢do de contorno de Robin

(ou condi¢do de terceiro tipo), por apresentar uma combinacao linear dos valores de ¢, e de sua

derivada, no caso, parcial, em relagdo a y.

Para o campo de pressdo, € definida o valor nodal da mesma em apenas um ponto, e se
obtém valores relativos para a mesma, a partir de tal definicdo. E definido que, para o valor
nodal correspondente a saida da membrana na direcdo axial (quando y =0 e x=[), a pressdo
€ nula. Com isto, os valores obtidos pela solu¢ao numérica estario sob a forma de uma diferenca
de pressdo em relacdo a este ponto do dominio.

Sendo assim, as condi¢des de contorno da membrana (C.C.4) sdo dadas pela Equacado

3.13:

C.C.4) Condigdo de contorno da membrana

u=0, v==v, S, =vp,0{1—,8£i—m— H, eml, (y=0, [x) (3.13a)
0
f'vpc+D£=O, eml, (y=0, Ox) (3.13b)
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p=0, y=0, x=1 (3.13¢)

Diante da defini¢do da forma forte para velocidade e concentragao, as ENS e adveccao-
difusdo para o soluto ndo estdo acopladas somente no dominio, como se observa pela equacao
governante 3.5, em que ¢ é dependente de u e v pela advecgdo. O acoplamento velocidade-
concentracao também se da no contorno (superficie da membrana, Equacgdes 3.13a e 3.13b). O
que se sabe é que muitos pacotes computacionais de FDC, como ANSYS Fluent® e ANSYS
CFX® ndo sdo originalmente desenvolvidos para este tipo de problema. Sendo assim, o
desenvolvimento de modelos numéricos para a simulacdo destes fendomenos se faz cada vez
mais necessarios. A seguir, serd iniciada a solucdo deste problema via o MEF, a comegar pela
etapa inicial de obtencdo das formas fracas para as ENS e adveccao-difusdo. Vale ressaltar que
o MEF adequa robustamente em sua formulacdo as condi¢cdes de contorno de Dirichlet,

Neumann e Robin dos problemas por ele manipulados (HUANG e MORRISSEY, 1999).

3.2 OBTENCAO DA FORMA FRACA

Inicialmente, a partir das equagdes governantes e as respectivas condi¢des de contorno,
as formas fracas sdo construidas, pela multiplicacio a uma dada funcdo peso w, como
apresentado na sec¢ao 2.5. Por integracdo por partes, a formulacao fraca é obtida de forma a se
adequar as fun¢des de aproximacao para a discretizacdo, além de naturalmente introduzir em

sua expressdo as condi¢des de contorno de Neumann.

3.2.1 Forma fraca para os problemas benchmark

Os problemas benchmark do escoamento de Stokes com solucdo analitica e do
escoamento em cavidade abordados neste trabalho, possuem formulacdo fraca bem parecida,
sendo, portanto, a metodologia de obten¢ao da mesma tratada juntamente nesta sec¢ao.

Uma vez desenvolvida a formulacao fraca para o caso do escoamento em cavidade, que
envolve as ENS completas, a formulacido para a equacdo de Stokes é a mesma, a menos do
termo ndo linear. Logo, para o caso mais geral, a formulacdo forte para os problemas ¢é
representada da mesma maneira que as Equagdes 3.2 e 3.3, considerando o dominio

bidimensional e desprezando-se as for¢as de campo (gravidade).
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As Equagdes 3.3.a e 3.3.b podem ser rearranjadas em uma forma mais adequada para
obtencdo da forma fraca, com auxilio da Equacdo 3.1. Esta modificacdo realizada possibilita a
formula¢do em termos da tensdo de Cauchy, também chamada de forma de divergéncia ou
forma conservativa. Quando nesta forma, forca-se o aparecimento das tracdes nos contornos —
em seu sentido fisico — como as condi¢Oes de contorno naturais do problema (DONEA e
HUERTA, 2003; LIMACHE e IDELSOHN, 2006).

A formulagdo direta mostrada em 3.3 € dita forma de Laplace para as ENS, pela
representacao do termo viscoso em fun¢do do operador do laplaciano para as componentes da
velocidade. Limache et al. (2008) ressalta que esta forma para as ENS viola o principio da
objetividade da mecanica do continuo, apresentado métodos numéricos que se utilizam de
formas integrais (como a forma fraca do MEF) que podem fornecer solugdes sem significado
fisico e que se distanciam da real dinamica dos fluidos para determinados problemas.

A forma fraca de Laplace para ENS, quando utilizada, impde condicao de contorno de
Neumann que ndo corresponde as tracdes nos contornos, sendo denominadas pseudo-tracdes
(DONEA e HUERTA, 2004).

A forma mais bem imposta, portanto, corresponde a forma da divergéncia, que se da em
termos das tensdes de Cauchy, sendo recomendado que a forma de Laplace para obtencdo da
forma fraca seja evitada. (LIMACHE e IDELSOHN, 2006).

Para obtencdo da forma da divergéncia para as ENS, portanto, primeiramente,

reescrevem-se as Equacgdes 3.3a e 3.3.b, respectivamente da seguinte maneira:

Ou Ou 0°u 0°u 0’u) dp
—4y— =2 + -~ +——pof =0
p(”ax VayJ ”(aﬁ} ”(aﬁ} ﬂ[asz ax 7

(3.14)

ov  0v 0%y 9%y 9’v) op

4y |- -2 + +-= - =0

udx vayj ﬂ(af} ﬂ(asz ﬂ(asz dy A

Reordenando-se:
2 2

u Oy, 01 _i( ﬂa_uj_ Ou_0u) o

Ox Ody) Ox Ox dy- Ox Ox
(3.15)
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Pela equacao da continuidade para fluido incompressivel:

du__0v 3.16
Ox Oy (3.16)
Reescrevendo-se a Equacao 3.15 substituindo 3.16 nos termos difusivos:

Ou Ou)| O ou) 0 Ou Ov op

—tyv— || 2u— |——| | —+—=||+==-pf. =0 17
,O(u Ox Y Oyj Ox( H Oxj dy {#(Gy Oxﬂ Ox A (3-172)

(3.17b)
M@"‘V@ —i 2#@ —i y7; %+@ +a_p—q" =0
0x dy) Oy dy ) Ox dy Ox ay 7

Sendo assim, a forma forte mais estabelecida do problema, em termos das tensdes de
Cauchy, corresponde as Equagdes 3.17 e 3.2.

Denotando-se por w,,w e w, as funcdes peso para as equacdes do momentum em x

(3.17.a), em y (3.17.b) e continuidade (3.2), realiza-se a integrac@o para a forma fraca, Equacao

3.18:

[ow, 9|0 0 a0+ | w. P o - (3.184)

Q dy dy Ox Q 7 ox

[ w, pfdQ=0

Iw u@+v@ dQ—-| w i 2;1@ dQ -

Q 7 X ay Q 7 y ay

_I w, i U a_u+@ dQ+I an_de_ (3.18b)
Q 710y dy Ox Q 7 0y

~[ w, pf,d2=0
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—w (_J,_jdgzo (3.18¢)

A multiplicacao por -/ em 3.18c, quando do tratamento do problema de Stokes, € valida
por manter a simetria da matriz de rigidez (SERT, 2015). A fim de se ter formulacao consistente
também para os problemas que envolvem as ENS, esta forma também sera adotada.

A integracgdo por partes em duas dimensdes, que pode ser obtida pela formula de Green,
€ requerida para os segundo, terceiro e quarto termo do lado esquerdo das Equacdes 3.18.a e
3.18.b. Desta maneira, obtém-se pela Equacao 3.19 a integragdo por partes para momentum em

x(3.19.a) eem y (3.19.b):

ou aw 6u Oou
jpr (ua+ —JdQ { 5, 40" jzpw o dr}
ow,_(Ou  dv Ou  Ov
+ dQ — —+— |ndl ; + 3.19
{L” oy [ay axJ o (Gy axJ”y } G192)
+{— }—wapfxdﬂzo
pw, u@+v— dQ + I2 dQ J2,L1w a—n dr s+
Q Ox dy
ow
2t (MJ it
o[ - dQ =0
Q ay royr JQ Wy P fy B

Com isto, integrais nos contornos sdo definidas naturalmente na forma fraca. A parcela
do contorno correspondente as condi¢des de Neumann é que correspondem as integrais nos
contornos em 3.19a e 3.19b. Serd mostrado a seguir que, pela utilizacdo da forma da divergéncia
para ENS, estes termos correspondem as tracdoes em [ .

A trag¢@o t nos contornos € determinada pela Equagdo 3.20, sendo T definido como o

tensor tensao de Cauchy.

t=nlT (3.20)
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Para fluido newtoniano e incompressivel, o tensor tensdo T se relaciona com o tensor

taxa de deformacao PV por (DONEA e HUERTA, 2003):

T=-pl+2u0%V (3.21)
Em que:
iSV:%(i+iT)V (3.22)

Portanto, substituindo-se em 3.20, a tracdo no contorno de Neumann [, é dada pela

Equacao 3.23.

t=—pn+2unM°V (3.23)

Para o caso bidimensional o gradiente do campo de velocidade é dado por:

u ov

=<, _| Ox Ox

OV = u o (3.24)
dy 0y

Retirando-se da forma compacta obtém-se, para o caso bidimensional, as componentes ¢, € ¢,

) ye,e
0x 2\0x Oy

, a partir da Equacao 3.23:

e=| =] TP v o, n ] (3.25)
R R T AR '
2\0x Oy dy
- pnn +2#a_ + U @4-6_”
T B P N
t= = (3.26)
g -pn, tUu @+a—u n +2,u@n
P ox dy) " day
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Reordenando-se os termos das integrais nos contornos em 3.19a e 3.19b, é possivel

perceber que corresponde a 7, e ¢, respectivamente:

[ owuer®ig o audQ o e 2 0 g -
x Oy Q ay ax
[ Ow, B B ou v  Ou 3 (3.27a)
IQ P p dQ {J}w{ pnx+2,uanx+,u[a+aJn)}dr}
~[ w, pfdQ=0

ow, ow
J-,Ow, uﬂ+v@ dQ+| 2u ié. @d§2+ U a_u v dQ -
o dy dy 0 0

0x Q 'y Q ax y 0x
ow, ov  Ou dv (3.27b)
_ y - - R hdd .
.[Q dy pdQd {J-rwy{ pny+'u(6x+6y] +2,uayn }dr}
[ w, pf,d2=0

Sendo assim, substituindo-se, juntamente com a Equacdo 3.18c, a forma fraca
generalizada para o problema do escoamento incompressivel a u constante é obtida pela

Equacao 3.28.

Ipwx(ug—”w@] o g”dcz jQ (g“ g"}zﬂ—
* * Yoo (3.28a)
ow,
Q Ox
jpw u@+v@ Ode j 6_u+@ dQ -
o® M ox 0y dy Oy dy Ox
(3.28b)
ow,
W, pf,dQ=0
@ Oy
[ -w. o, lin=0 (3.28¢)
Q Ox Oy
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Para os problemas bidimensionais benchmark resolvidos neste trabalho, por as
condic¢des de contorno serem de Dirichlet, essenciais, as fun¢des peso se anulam nos contornos,
pela propria definicdo da escolha destas fun¢des (como discutido na Secdo 2.7). Assim, 0s
termos das integrais nos contornos de 3.28a e 3.28b desaparecem para estes casos

(w,=w, =0 em TI).

3.2.2 Forma fraca para o problema do PSM

Para o problema do escoamento no canal de alimentacdo descrito em 3.1.2, para
resolucao da velocidade e pressdo, a forma fraca representada pelas Equacdes 3.28 € valida para
o problema em estudo, visto que também € um problema bidimensional e assumem-se p e u
constantes. Para este problema, as condicdes de contorno para velocidade na entrada (Equacgado
3.6a), parede impermeavel (Equagdo 3.7a) e membrana (Equacdo 3.13a) sdo todas condi¢des
de Dirichlet, e, analogamente aos problemas benchmark, as integrais nos contornos sao
anuladas, portanto.

A tnica condic¢do de contorno de Neumann para velocidade se d4 na saida do problema.
Porém, pela Equacdo 3.8, as tracOes sdo nulas, e, portanto, a integral nos contornos também ¢é
nula. Sendo assim, é valido salientar que, para a velocidade, todos os termos das integrais nos
contornos se anulam, mas por motivos diferentes para os dois tipos de condicdes de contorno,
portanto.

A seguir, serd desenvolvida a forma fraca para a equagdo governante para concentracao

do soluto, Equacdo 3.5. Denotando-se por w,, a funcdo peso para a equagdo da conservacdo do

soluto (3.5), realiza-se a integracdo para a forma fraca, Equagao 3.29:

Oc Oc Jc Jc
Ju—+v— dQ - dQ - —| D— |dQ =0 3.29
IQ Wes (u Ox vayj J Wes ax( axj I Wes ay( ayj (529)

Integrando-se por partes em duas dimensdes:
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[ w, u@w— o+ [ M (Dacde [ Dw, (acjnxdl' +
dy Q Ox 0x Ox

3 (3.30)
w1 M| p9lg- [ Dw, 9 n,dr =0
@ dy ay ay
De modo que:
[ w. 126 4,9 aw ach jDaW“@dQ—
Q Ox Ody dy Ody
(3.31)
—J. Dw,_ %n +@n dl =0
r 0x dy ’

A Equacdo 3.31 é a forma fraca para advecc¢do-difusdo, conjuntamente com as
condi¢des de contorno para concentracdo. Esta expressdo encontra-se adequada para a
formulacao discreta, incorporando de modo simples, ou natural, as condicdes de Neumann
(parede impermedavel, Equagao 3.7b, e saida, Equacdo 3.8b) e, por simples manipulacdo a
condi¢do de Robin (membrana, Equacio 3.13b), como apresentado em 3.3.2. A condicdo de
Dirichlet para a concentragdo (na entrada, Equacdo 3.6b) é imposta pelo procedimento de
particao do sistema de equagdes para “remocao’ destes nos ja especificados, discutido na Se¢ao

34

3.3 FORMULACAO DISCRETA

Apo6s obter o modelo sob a forma fraca, a formulacdo do MEF pode ser desenvolvida.
As formas fracas envolvem funcdes peso e solucdes tentativa (para u, v € p nos problemas
benchmark; e u, v, p € ¢ para o problema do PSM), sendo a discretizac@o obtida dividindo-se o
dominio completo do problema em elementos, sendo estas fungdes construidas sob a 6tica de
cada elemento individualmente.

A formulacdo mista para a pressdo e velocidade serd adotada de forma a satisfazer a
condi¢cdo de LBB. Para o escoamento de Stokes analitico, a ndo presenca do termo advectivo
garante que o método classico de Galerkin (MEFG) seja adequado a sua resolucdo. O mesmo
para o problema da cavidade, que, para a faixa de Re testada, o MEFG ainda se apresenta estavel

e com boa acuricia (DONEA e HUERTA, 2004; SERT, 2015). As fun¢des de forma adotadas
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neste trabalho sdo construidas sob a forma de polindmios de Lagrange. Para o MEFG, estas
mesmas fungdes sdo utilizadas para interpolagdo tanto das solucdes tentativa propriamente dita
quanto das fungdes peso.

Para os PSM, também pela faixa de Re caracteristica destes processos nao ser elevada,
o termo advectivo para as equacdes de momentum ndo promove a desestabilizacdo, também
sendo acurado o suficiente ao comparar-se com solugdes analiticas para determinados casos
(como sera discutido na secao 4.1).

Logo, para as simula¢des do escoamento para os PSM, a forma do MEFG também pode
ser utilizada, ndo havendo necessidade de onerar a implementacdo computacional com técnicas
de estabiliza¢do para resolugdo da velocidade e pressdo. Ja para a resolu¢do da concentracdo, o
MEFG nio se torna adequado, sendo necessaria utilizacao de estabilizacdo do termo advectivo.
A técnica escolhida sera a SUPG, introduzida na secio 2.7.2.

Ap0s a reunido das contribuigdes de todos os elementos, a aproximacao global do MEF
¢ alcancgada. Pela discretizacao efetuada pelos valores nos nds, um sistema discreto da forma de
residuos ponderados é obtido. Ao fim, a resolu¢do do sistema de equacdes algébricas é dada
para determinacdo dos valores nodais ndo especificados. A seguir, para os problemas
benchmark e para o problema em estudo para o PSM, se mostrard a metodologia para obtencao
do sistema discreto de equagdes a ser solucionado. A notagdo matricial para as formulagcdes

continuard a ser adotada, pela melhor visualiza¢cdo dos termos envolvidos.

3.3.1 Discretizacao para os problemas benchmark

Para o escoamento (resolugdo de velocidade e pressao), para eficiéncia de integracdo da
Equacao 3.28, realiza-se a soma das integrais sobre o dominio de cada elemento, Q°. Obtém-

se, assim, a Equagao 3.32.

Ou Ou ow, Ou
o PW, (u—+v6—jd§2 j 2U

Ox Ox Ox
<l ow, ( Ou Ov

PRI

= dy ay ax

~[ w.pfdQ

=0 (3.32b)
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dv  Ov ow, gy
R R R

X y dy Oy
i +j 'uawv a_u+@ dO — 6W.V dQ_j witdr=t=0 (3.320)
=) " ogx \dy Ox 0 ayp MG RS 32a
—JQWy,Ofde

el ou Ov
Y| -w | —+—|dQ} =0 32
o {J.Q W{Gx ayj } (3.32¢)

Da mesma maneira que apresentada no Capitulo 2 para caso unidimensional,

substituem-se as aproximacdes para as fungdes peso e a solugdo tentativa do problema em
termos dos valores nodais, W° e d°, respectivamente, multiplicados pelas funcdes de forma.

Para o acoplamento velocidade-pressio, os valores nodais em d°sdo ordenados tais que:

‘ (3.33)

=
I
o < =

Para satisfazer a condi¢cao de LBB deste acoplamento, as fun¢des de forma para pressao,

que também aproximam a fun¢do peso para a equagdo da continuidade, sdo denotadas pela
matriz linha N° para a constru¢io por elemento, de modo a se diferir da notagio da matriz
linha para as fungdes de forma para as componentes da velocidade N¢. As funcdes de N°sdo

escolhidas por interpolacdo diferente de N (alguns exemplos estdveis encontram-se na Tabela
2.3).
Analogamente a definicdo das equagdes discretas em 2.51, 2.52 e 2.53, obtém-se as

seguintes equacdes discretas envolvendo u, v e p (Equacdo 3.34).

ou’(x,y) B ‘u’

) Ou’(x,y) B ‘u’
ox

u(x,y)=Nu*, y (3.34a)
Qy

2
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ave(x, y) “B v av€(x, y) B ‘v

vi(x,y) =NV, LV, 3.34b
(x, y) P o D (3.34b)
p°(x,y) =N°p* (3.34c)
Sendo:
. _ON° . ON°
B =" B =" 3.35
Y ox ’ dy (3.35)
Wny) =News, ey =B w*, MY g ee (3.36)
ox dy ’

Pela substituicdo das equacdes discretas em 3.34 e 3.36, a equagdo sob a forma de 2.97

é obtida. Pelo acoplamento, como d° possui valores das componentes da velocidade e da
pressdo, a fim de facilitar a visualizacdo, a matriz de rigidez por elemento K ‘e a matriz do
vetor de forgas f“ podem ser representados por submatrizes e subvetores, respectivamente.

Assim, o sistema de equacodes € tal que:

Kn K K |[u° fe
K K K| v'|—[f2]|=0 (3.37)
K% K K| p° |

Pela presencga do termo advectivo nao linear nas ENS, de forma a se resolver um sistema
linear ao fim da formulacdo, é necessaria a utilizagdo de técnica de linearizacdo. Dentre as
técnicas mais utilizadas para o MEF, estdo a linearizacdo de Picard e o método de Newton
(CUVELIER, 1948). A combina¢do dos dois métodos para linearizagdo para equacdes de
Navier-Stokes € descrita por Segal e Vuik (1995), mostrando-se superior para problemas
tridimensionais.

A lineariza¢do de Picard, por implementacdo mais simples, possui grande utilizacdo
para MEF. Isto se da porque esta técnica, por aproximagdes (substitui¢des) sucessivas, nada
mais é que o método do ponto fixo aplicado ao caso da equacao diferencial parcial sob a forma
discreta pelo MEF (DEBLOIS, 1997). Embora os métodos de ponto fixo possuam taxa de

convergéncia mais lenta do que o método de Newton, a cada iteracdo, a resolucdo é mais rapida,

91



necessitando de mais iteracdes, portanto, o computo das entidades a cada itera¢do é mais rapido.
Sendo assim, para este trabalho, a linearizacio de Picard foi a adotada para o termo ndo linear
para as equacgdes do momentum em x e em y.

A aproximagao do termo nao linear por Picard € mais bem resolvida da seguinte maneir,
estando o indice indicativo da iterag@o (sobrescrito ao lado esquerdo) denotado por i +1 para a

iteracdo atual e por I para a iteracdo anterior.
i+1 ™ | i+l N = | i+l
(vm)v=(vm)v (3.38)

Uma vantagem desta forma é que a derivada da velocidade € calculada na iteracdo
presente i +1.
Os termos de K“e f ¢ a uma iteracdo i +1, ou seja, que fornecerdo ao fim da resolugdo

i+l __e i+l _e
u

do sistema linear global os valores nodais ""'d‘ = [ % ”lpeJ T sdo descritos em 3.39

e 3.40, respectivamente.

( eTp(fuf)T oBj)+ (Nerp(iVE)T ij)+

K =er , , , dQ
' (Z'UB)‘E Bx) ' (FB”E B”g) (3.39)
K :jQF(/JBjT Bj)dQ, K= (—BjT ﬁg)dQ
K :(KQI)T, Ks = (—B\ET Ne)dQ
S [ TR S E0 R L S
+ (Z,UB),ET By)( + ({quT Bj)
K :(Kem)T , K :(K623)T, K3 =0 (3.39¢)

£, =J.Qe(pNET fx)dQ+J‘re(pNgT (i (3.40)
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£ =] {on fy)dQ+.|.rc(,0NeT (i (3.40b)

f5=0 (3.40¢)

O simbolo - denota o produto de Hadamard, operacdo que se da em matrizes de
dimensdo idéntica, produzindo uma terceira matriz também com a mesma dimensdo das
anteriores (produto elemento por elemento). Para a aproximacao do termo linear por Picard, por
coeréncia da formulagdo, este produto se faz necessario.

Para determinado né j do elemento e, o valor nodal em j da componente da velocidade
(u jeou v je) deve estar multiplicado a fun¢éo de forma também para este n6 j (B, jeou By’ je),

de modo a se manter a consisténcia da forma fraca.

7z

Sendo assim, € necessario realizar o produto de Hadamard entre a matriz linha
correspondente ao tranposto dos vetores da iteracdo anterior ‘we 'v¢, com as matrizes linhas
das derivadas das fun¢des de forma B ‘e B ye .

Exemplificando-se para o caso de um elemento bilinear (quatro nds), o primeiro termo

nio linear para o momentum em x, presente na matriz K‘11 de 3.39a é tal que para a iteracio

i+1:

N,

) z{ p[(lule) (luz) (,u3e) (i”f)]o[Bx.le B.," B Ber]_
3

N,

_Nf_

- xzf [(p(lulg)Bxl) (p(luze)Bx,ze) (p(lusg)Bm) (p(l”f)Bxf)]:
3

N,
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A matriz obtida na Equagio 3.41 é uma parcela de K11 , atrelada a determinacio do

i+l__e
vetor u:
i+l e
u,
i+l e
i u
i+l e 2
w'=| 7 (3.42)

U,
i+l e

U,

Pela Equacdo 3.41, € percebida que a multiplicacao dos valores nodais de u na iteracao
anterior i encontra-se pareada aos mesmos nés de u a serem obtidos na iteracdo i +1, estando
a defasagem entre os valores ja obtidos e os da proxima iteracdo permitindo as substitui¢des
sucessivas por Picard até a convergéncia.

Vale ressaltar que, para o problema benchmark do escoamento em cavidade,

£ =f% =0, de modo que o vetor f seja nulo, visto que, além das condi¢des serem todas
essenciais (o que anula as integrais nos contornos em 3.40a e 3.40b), as forcas de campo, como
a gravidade, sdo desprezadas ( f, = f, = 0)

A matriz reunida L também possui sub-matrizes na sua constru¢do, sendo, para o

problema global, o vetor d ordenado da mesma forma que d°:

u u
d°=|v'|=Ld=L°|v (3.43)
P’ P
Sendo a matriz reunidas L° igual a:
L%
L= L (3.44)
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Sendo L1 a submatriz que relaciona a posi¢io de determinado né em u°, sob a dtica
do elemento, com a posi¢io deste né no vetor global u; L2 a posicdo de determinado né em e

v’ com a posi¢io deste nd no vetor global v; L3 a posicdo de determinado né em p°® com a
posicdo deste n6 no vetor global P. Pela juncdo da contribui¢do de todos os elementos, a sistema

de equacdes global para os residuos ponderados (Equagao 2.95) € submetido a resolugdo para

finalizacdo da execu¢ao do MEF.

3.3.2 Discretizacao para o problema do PSM

Para a modelagem apresentada dos PSM, o acoplamento velocidade-concentragdo é
realizado de forma iterativa, possibilitando, a cada iteracdo, a resolu¢do do problema para o
escoamento (velocidade e pressdo) sob a mesma metodologia de obtencdo da forma discreta
apresentada em 3.3.1.

Com relagdo a concentracdo do soluto, a seguir serd apresentada a discretizagc@o para a
equacdo da advecgdo-difusdo. Realiza-se a soma das integrais sobre o dominio de cada

elemento, Q°. Obtém-se, assim, a Equacdo 3.45, a partir da Equacao 3.31:

I W, w2 4+, 9¢ dQ+j ,Daw”“'%dQ+I _Dawm'%dg—
n (990 T 0x Oy Q° Ox Ox Q 0

! —I Dw, %nx +%n dr
‘ ox ay

=0 (3.45)

Assim como para a Equacdo 3.34, para a aproximacdo da concentragdo em cada

elemento ¢, sendo escolhida a mesma interpolacdo (mesmas funcdes de forma) utilizada para

ucyv:

oc’ (x, y) -B ece

) aue(x, y) -B ece
0x

c‘(x,y)=N‘"°, ,
(x4, y) 5 )

(3.46)

b

A estabilizacdo do termo advectivo para a equacdo do transporte do soluto, como ja

mencionado, se faz necesséria para o problema do PSM. No escoamento entre os canais de
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alimentacdo para os PSM, mais precisamente para os modulos espirais de OR, a magnitude da
velocidade do permeado (maiores valores para a componente v do sistema) € de até 4 ordens de
grandeza inferior a magnitude do escoamento principal ao longo do canal (majoritariamente
ditado por u).

Logo, o escoamento € preferencialmente dado na direc¢do x, sendo a componente # mais
relevante para a adveccdo do soluto ao longo do canal. Pelos resultados obtidos — como €
discutido no Capitulo 4 — a estabilizacdo apenas na dire¢do x € suficiente para se adquirir
solucdes acuradas nas simulagdes realizadas, visto o escoamento preferencial se dar nesta
direcdo. Sendo assim, para o escoamento bidimensional modelado, adotou-se estratégia similar
a SUPG, porém diferindo da esséncia original desta técnica que estabiliza o termo para o
escoamento ao longo das linhas de corrente propriamente ditas.

Sendo assim, analogamente, a técnica desenvolvida neste trabalho é correspondente ao

caso do SUPG quando a componente transversal v € nula, o que é uma simplificacdo coerente

. N . ~ Vv fe 2
visto as diferentes ordens de grandeza entre u e v. Portanto, a razdo — ao longo do dominio é
u

considerada pequena o suficiente para se considerar apenas u como a principal fonte de
desestabilizacdo do termo advectivo.

Apenas a funcdo peso que multiplica a parcela em u do termo advectivo serd modificada
adotando-se esta estratégia. Para a parcela do termo advectivo que envolve v, bem como para o
termo difusivo, as fungdes peso continuam a ser idénticas as func¢des de forma, como na
formulagao de Galerkin.

Diante do exposto na Secdo 2.7, a formulacdo consistente difere da inconsistente por,
além de modificar a fun¢do peso para advec¢do, também introduzir um termo de derivadas
segundas na matriz de rigidez K. Visto que a equagdo para o transporte do soluto ndo envolve
termos de fonte a modificagdo da fun¢do de forma imposta para f ndo modificara o resultado,
visto que o termo de fonte se anula independente da fung@o peso adotada (s =0).

Como apresentado na Secdo 2.7, para o caso unidimensional, para a estratégia SUPG, a
matriz K°¢€ a mesma adotada para o método SU inconsistente, exceto pelo termo negativo de
derivadas segundas presente na forma consistente (Equacao 2.142).

Desta forma, a fungdo peso para o termo advectivo para a componente u, w,_, ¢ obtida

pela Equacdo 2.133, que, para estabilizacdo somente em x (desprezando-se os termos que

envolvem v) se reduz a Equagdo 2.123. A forma discreta para w_, portanto, € tal que:
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. :(NwagB;jwf (3.47)

Sendo a definido sobre o formato 6timo.
Para o caso de elementos quadraticos na direcdo da estabilizacdo x, para os nds pares
(centrais em relacdo a x), a forma 6tima de a € definida de maneira andloga a apresentada para

elementos lineares em 2.118:

a,, =coth Pe, , — (3.48)

Para os n6s impares do elemento quadratico (localizados nos cantos em relacao x) para
a aproximacdo quadratica em x, a forma 6tima de a € definida pela Equacdo 3.51 (DONEA e

HUERTA, 2004; ZIENKWIECZ et al., 2014).

. coth Pe, , ~1/Pe, )~ (cosh Pe, ,)*(coth2Pe, , ~1/(2Pe, )
impar "~ 1- (COSh Pexvd)Z/z

(3.49)

Sendo Pe , um anilogo ao nimero de Péclet do elemento na dire¢do X, porém,

possuindo variacdo a cada né (pelos diferentes valores de u a cada n6), definido por:

h
Pe,, = ;‘—D (3.50)

Sendo 4 o tamanho do lado em x do elemento quadratico.

O termo de derivadas parciais de segunda ordem apresentado na Equacdo 3.45 ¢
removido da matriz K* para se obter consisténcia. Denotando-se este termo pela matriz Q, na

forma discreta:
ah el e
Q= J(kTB" C, de (3.51)
o
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Definindo-se ng por:

2nJ e
¢ 0N
) O0x

(3.52)

Vale ressaltar que apenas a formulacio inconsistente, sem a adi¢do do termo em 3.52,
também poderia ser estratégia adotada, como a utilizada por Ma et al. (2004), em que apenas

se modificaram as funcdes peso para os termos advectivos também por estratégia SU.

. . .. - e
Sendo assim, a matriz de rigidez por elemento para a concentracio do soluto K e o

e L .
vetor £, este que, para o caso em que o termo de fonte é nulo somente possui a parcela das

integrais nos contornos, sdo dados por:

_ . .
(Ne + a%BX“)j (/+1u€)T OBXC’ + (NCT (/+1V6)T ° Byé’)+
K, =] dQ (3.53)
eT © eT e ah el e
+(DBx Bx) +(DBy B, )+k—Bx C,
L 2 J
. r( Oc dc
f "= |DN° |—n . +—n, ||dl 3.54
cs J.g|: (ax X ay \J:| ( )

Como a resolucdo do sistema para ¢ depende da solucdo de u e v, para este acoplamento
um esquema iterativo adotado neste trabalho sera necessario. A fim de se diferenciar da notacdo
adotada para a iteracdo de Picard, a determinada iteracdo atual do acoplamento velocidade-
concentracao serd adotado o indice j+1 (sobrescrito ao lado esquerdo). O indice j+1 denota os

i+ i+l
u® e Y

valores atuais dos nds fornecendo, apds resolucdo do sistema linear para a

J

~ . + . ~ ~ . .
concentracio, os valores atuais /" ¢ nesta iteracdo. Na Secdo 3.4 sera elucidado esse esquema

iterativo.

Para um determinado elemento e que possui nds que se encontram sobre o contorno
global I, estes nés contribuem com as integrais de linha para as condi¢des de contorno,

definidas na por¢do [ de [, Equagdo 3.54.
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A tnica parte do contorno que ndo anulard as integrais em fcse (Equacao 3.54) é a

correspondente & membrana, denotada por I',°, seguindo a numeragio adotada pela Figura 3.3
para os contornos do dominio completo, visto que: para possiveis nds do elemento e presentes

no contorno I',“, a condi¢éo da entrada é de Dirichlet, e, portanto, néo se possui a contribui¢éo
e L .
de f. , sendo nula para todos os elementos que possuam nds neste contorno; nos demais

e e ’ ~ . . ~ . ~
contornos I, e [, os termos em f_ também sdo nulos, pela imposicdo das condicdes

definidas em 3.7b e 3.8b, respectivamente. Pela geometria do problema, a orientagao da normal

. . ~ . ~ e
em cada contorno possui apenas a dire¢do y (n,em I,°) ou na dire¢do x (n, em ).

Assim:
£, (MUr ur)=0 (3.55)

Apenas possuindo, portanto, contribuicdo dos elementos que contenham nds no

contorno [, (membrana):

e e el Jc oc
£ (D>=L{DN (anﬁamﬂdr (3.56)

Para adequar a condic@o de contorno de Robin em I',° (Equagdo 3.13b), é necessaria

mais uma etapa a formulacao discreta. O tratamento realizado consiste em modificar a matriz

de rigidez por elemento, mais precisamente naqueles elementos relacionados aos nds de ¢

localizados em I',"(MATHWORKS, 2017). Diante disto, substituindo a Equagdo 3.13b na

Equac@o 3.55, e como n, =0 em I,°:
£ ()= L([NJ (— f'v, c)Jdr (3.57)

Os valores de v, em determinado elemento e, para o caso da consideracdo da sua

variacdo ao longo do processo pela Equacao 3.12, correspondem aos valores nodais para v (pela
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orientacdo adotada, v =-v » ) em F4€ . Assim, para determinada iteracdo j+1, os valores nodais

7ye(l,) devem ser multiplicados da mesma forma da realizada anteriormente pelo produto

de Hadamard.

Substituindo-se a forma discreta para ¢, dada pela Equacao 3.46 em 3.57:

£, (") = Urf f [N ((’”V%D))T ° Ne)dr} (M) =K ey (3.58)
Sendo:
k5= N (veo) e N Jar (3.59)

e

Para a matriz de rigidez global original K , define-se por KE;G a sub-matriz de Kme

cs

que somente opera nos valores nodais de ¢ que fagam parte do contorno I, (quando existirem).
. r,e . . ~ R€ . N
Sendo assim, K! possui a mesma dimensdo que K_ . Apenas os elementos proximos a

~ . e ~ z .
membrana sdo os que possuem a sub-matriz K ! nio nula, o que é coerente visto que apenas

estes elementos contemplam a condi¢do de contorno da membrana para o balan¢co de massa do

soluto.

e

. .. r,¢e . . . r,e RE€
A sub-matriz original K! &, assim, substituida por (K} -K )em K_ , de forma a

s
se adequar a condi¢@o de contorno de Robin a formulagao. Com isto, ap6s a juncdo de todos os
elementos para a constru¢do do sistema global, os valores nodais de ¢ sdo obtidos em todo o
dominio do problema.

A formulagdo discreta para a resolucdo do sistema acoplado foi detalhadamente

discutida até aqui. Na Secdo 3.4, sdo apresentadas as particularidades da implementacdo

computacional do modelo numérico via MEF desenvolvido.

3.4 IMPLEMENTACAO COMPUTACIONAL
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Nesta se¢do, € descrito e esquematizado o passo a passo para implementagdo de um
c6digo em Scilab para resolucdo numérica do MEF para o problema do PSM, contemplando-
se também inicialmente (3.4.1) as etapas para os problemas benchmark.

O Scilab é um software de computacdo numérica livre e de codigo aberto
(MARGORANI, 2013). Para os programas de codigo aberto, vantagens sdo obtidas quando
comparados aos comerciais, pelo maior potencial se adaptar a casos especificos. Por ndo
depender de licenga a custos elevados, a escolha do Scilab como ambiente para implementacao
computacional se mostra mais atraente, at€¢ do ponto de vista do propésito académico do
presente trabalho. O Scilab possui basicamente a mesma abordagem do Matlab®, oferecendo
também uma linguagem de programacao de alto desempenho (MARGORANI, 2013).

As etapas bem definidas para o desenvolvimento do MEF (como detalhadas no Capitulo
3) também se refletem na implementacdo. Inicialmente, deve-se construir ferramentas
matematicas e numéricas que servirdo como base da formulacdo: a definicio do dominio e
detalhes da malha do problema e a constru¢dao das funcdes de forma e suas derivadas. Com
estas definicdes iniciais, a construg¢ao das matrizes e vetores por elemento podem ser realizadas
em segundo plano. Como ja discutido, a forma de se juntar as matrizes por elemento neste
trabalho se utilizara das matrizes reunidas, sendo a constru¢do do sistema global, ap6s a reunido,
a terceira etapa da implementacdo requerida. Por fim, quando da necessidade, devem-se
adequar as condicdes de contorno ndo naturais, como as Robin e de Dirichlet. As condi¢bes de
Robin, por ser uma condi¢do “quase-natural” (pela parcela de Neumann em sua forma) possui
forma mais simples de tratamento sob ponto de vista computacional, como discutido ao fim de
3.3.2. As condicdes essenciais, ndo embutidas na forma fraca, precisam ser retiradas do sistema
de equacgdes para os nds a serem determinados. Como ja mencionado, a técnica da parti¢do sera
a utilizada.

De forma sucinta, descreveram-se as principais etapas da solucdo numérica a ser
implementada. Para cada problema, separadamente, a sequéncia légica utilizada para o passo a

passo no MEF € apresentada a luz das funcdes (functions) e scripts criados no ambiente Scilab.

3.4.1 Detalhamento da implementacao para os problemas benchmark

Inicialmente, a malha do problema bidimensional é construida para a velocidade e

pressao, respectivamente, definindo-se o nimero de elementos e nimero de nés por elemento
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para cada malha. Isto se da pela necessidade de estabilizar-se a condigdo de
incompressibilidade, como discutido na Se¢do 2.6. O dominio utilizado € quadrado, sendo
necessario também definir-se o inicio e fim de cada lado do dominio (dominio unidimensional).

Os coeficientes arbitrarios de uma determinada interpolacdo para a variavel de interesse,
podem ser expressos em temos dos valores nodais para esta varidvel, o que possibilita a
formulacdo discreta da interpolacdo pela construcio da matriz de fungdes de forma. A
constru¢do das funcdes de forma em uma dimensdo pode ser obtida, de forma direta, pela
utilizacdo de polindmios interpoladores de Lagrange.

A teoria desta interpolacdo possibilita construcdo facil de funcdes de quaisquer ordens
de interpolagdo, possuindo um procedimento simples de forma a se obter funcdes de forma com
a propriedade de delta de Kronecker a determinado né I — na formulacao via MEF, a funcdo de
forma deve ser nula em todos os outros nds, a ndo ser no no 1, onde deve possuir valor unitério.

Assim, em uma dimensao:
N, (x,")=0, (3.60)

Sendo 9, o delta de Kronecker. A forma das fungdes de forma pela construcdo direta

via polindmios interpoladores de Lagrange, para determinado n6 I de um elemento e € dada

pela Equacao 3.61.

X—X.

X
e _ J
N"_ll -

kej Xj T Xy

J

(3.61)

Para os problemas benchmark, as fun¢des de forma para a velocidade e pressdo sdo
construidas também como combinagdo de polindmios interpoladores de Lagrange para as duas
variaveis do dominio x e y. Assim, as fun¢des de forma podem ser construidas separadamente
(pela Equacao 3.61), em um primeiro momento para x € para y, para depois comporem as
fun¢des de forma dos elementos bidimensionais.

Os elementos utilizados neste trabalho para resolu¢do do escoamento (velocidade e
pressdo) sdo do tipo Q,Q,, estaveis por LBB (Tabela 2.3). A letra O nesta nomenclatura

indicam que os elementos sdo quadrados e os sub-indices indicam a ordem de interpolagdo para

velocidade e pressao, respectivamente.
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Para a aproximagdo linear (mais corretamente, bilinear) da pressdo, os elementos
quadrados possuem quatro nds, um em cada extremidade do elemento. Deve-se, portanto,

desenvolver funcdes de forma lineares, por se ter, em cada lado do elemento, apenas dois nos.
Para estes elementos (,, as fun¢des de forma bidimensionais sdo obtidas como o produto das

funcdes lineares em uma dimensao, como ilustrado na Figura 3.4.

=

e
i

- X

Figura 3.4 - Constru¢do de funcdes de forma em duas dimensdes para elemento quadrado de 4 nés.

Exemplificando, a fungdo de forma N; (x,y) é obtida pelo produto das funcdes

Nze (X)e N;(y). Utilizando a notagdo diadica (pares [1,J]), facilita-se a obtencao da expressao

das funcdes resultantes dadas pela Equacao 3.62.
N =N, (%) =N, (%) N, (y) (3.62)
Sendo K representativo a numeracao atual do n6é nas duas dimensdes. A propriedade de

delta de Kronecker também ¢é possuida pelas fun¢gdes de duas dimensdes. Assim, para valores

nodais quaisquer M (em x) e L (em y):

Ne[l,J](xMe,yLe):Nle(xM) Nje(yM):dlMdjL (3.63)
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As funcdes de forma para o elemento quadrado obtidas no Scilab utilizando a forma
direta por polindmios de Lagrange, assim, sao ilustradas na Figura 3.5. O dominio da Figura
3.5 j4 é o dominio de referéncia, adequado para realizacdo da técnica de integracdo por

quadratura gaussiana, o que sera discutido ainda nesta secao.

Figura 3.5 - Gréficos para as fun¢des de forma bilineares

Da mesma forma, a denominada forma do produto tensorial dada pela Equacdo 3.62,
também pode ser aplicada para a construcdo das funcdes de forma bidimensionais para as
componentes da velocidade. A aproximacao € biquadratica (elemento Q, ) para estas variaveis.
Os elementos quadrados possuem, portanto, 9 nds, de, forma a se obter funcdes de forma
quadraticas em cada dimensao x e y. A Figura 3.6 auxilia na elucidag¢do da forma de construgao
das funcdes de forma para este caso.

De maneira geral, os elementos finitos bidimensionais (ou tridimensionais, também)
construidos pelo método do produto tensorial por fun¢des de forma unidimensionais sdao
pertencentes a familia denominada de elementos lagrangeanos. Como para o caso do elemento

quadrado biquadrético, os elementos lagrangeanos podem possuir nds internos que, em alguns
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casos, ndo conferem vantagem aparente, ndo contribuindo, assim, para a compatibilidade inter-
elemento. Existem métodos capazes de condensar estes nds aparentemente nao tteis.

Por curiosidade, em programas computacionais de interesse na utilizacdo de
interpolagdes de ordem superior, emprega-se a formulacao que nao possuam nos internos. Estes
elementos sdo denominados elementos de “serendipidade”, do inglés serendipity
(BELYTSCHKO E FISH, 2007). Esta denominacdo, originada de Ergantoudis, Irons e
Zienckiewicz faz referéncia ao conto infantil persa Os trés principes de Serendip, que conta a
histéria de trés principes que fazem descobertas ao acaso e inesperadas para certos dilemas que
nao estavam sendo buscados, utilizando-se de sua grande sagacidade. Os elementos de
serendipidade ndo possuem uma recorréncia € metodologia para serem obtidos, e foram
desenvolvidos por inspe¢do, de forma a satisfazer a propriedade de delta de Kronecker

requerida.

Noa

- X

Figura 3.6 - Construcdo de funcdes de forma em duas dimensdes para elemento quadrado de 9 nés.
As fungdes de forma para os nove nds obtidas na implementacdo em Scilab sdo

ilustradas na Figura 3.7. Como a implementacdo € dada ja no dominio de referéncia o dominio

na Figura 3.7 ja se encontra nas coordenadas de referéncia &e .
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Figura 3.7 - Gréficos para as funcdes de forma biquadraticas

Além das fungdes de forma anteriormente mostradas, representadas pelas matrizes de
funcdes de forma, N, as suas derivadas sdo necessérias a formulacio, como ja discutido. Para
as derivacdes, o comando numderivative do préprio Scilab foi utilizado para as derivagdes
necessdrias. Expressoes definidas para as derivadas no caso especifico de elementos O,0,

poderiam ser definidas, de maneira mais facil. Porém, a defini¢do do grau de interpolagao (pelo
nimero de nés de cada elemento) € um parametro de entrada, de modo a tornar o cédigo

genérico a qualquer ordem de interpolacdo que se queira, ou seja, para outros tipos de elementos
quadrados a ndo ser o Q,Q,.

A discretizagdo do sistema apresentada em 3.3.1 mostra a necessidade da integracdo das
matrizes no dominio de cada elemento. Para tal, uma técnica numérica de integracio deve ser
realizada. Para o MEF, a técnica mais adotada para as integracdoes numéricas é a quadratura

gaussiana.
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A quadratura gaussiana é uma das técnicas numéricas mais utilizadas para fungdes
polinomiais, como € o caso das funcdes interpoladoras de Lagrange aqui adotadas, sendo uma
escolha natural para o MEF (FISH e BELYTSHCKO, 2007).

As férmulas de quadratura gaussiana sao dadas no dominio de referéncia [-1,1]. Sendo
assim, € necessario realizar mapeamento do dominio de referéncia para o dominio fisico do

problema (Figura 3.8).

Na
1
[ — A

T e e b e

yl________________;:_:gq
0t ! !

i a-—+ 1 > X
-1 I | >
1 0 fl 1 E a X1 b

Figura 3. 8 - Mapeamento do dominio de referéncia para o dominio fisico em dimensdes (elemento quadrado)

As variaveis do dominio de referéncia, ¢ e # sao relacionadas as variaveis do dominio

fisico, x e y, pelas Equagdes 3.61 e 3.62:

x=%(a+b)+%f(b—a) (3.64)
y=l(a+b)+lf7(b—a) (3.65)
2 2 ’

Na implementa¢do computacional, a mudanca de variavel (pelas Equagdes 3.61 e 3.62)
permitem que as matrizes das fungdes de forma, bem como de suas derivadas, sejam obtidas
diretamente em funcio das varidveis do dominio de referéncia, estando “prontas” a serem
submetidas as integracdes previstas. Ha a necessidade, assim, de o argumento destas funcdes ja

serem as variaveis do dominio de referéncia para a quadratura gaussiana em duas dimensdes, &
en.
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A quadratura em duas dimensdes no elemento quadrado para uma integral I definida no

dominio Q° pela Equacio 3.63:

1= j f(x,y)dQ (3.66)
J.

Pelas Equacdes 3.61 e 3.62, obtém-se que:

dQ =dxdy = {%(b —a)df}{%(b —a)dl]} = [gj =Jdédn (3.67)

Sendo [0 tamanho (lado) do elemento quadrado, [¢ =(b—a). O determinante da

matriz jacobiana para este caso € dado por J. Desta maneira, a integral em 3.63 pode ser

reescrita pela Equacgdo 3.65.

1=I{[f&maEdn=Ji (3.68)

-1-1

Em que Iéa aproximacao de Gauss para a integral 7, podendo ser obtida ponderando-
se os valores da fung@o nos pontos ¢, e/7; pelos pesos W, pela Equagdo 3.66.

Tgp Tgp

I=33WW, f(&.m) (3.69)

i=l j-1

Sendo n,, o nimero de pontos da quadratura Gauss a ser adotado para a aproximagao.

Os pontos de Gauss e os respectivos pesos podem ser calculados para qualquer n,,. Valores

tabelados sdo comumente encontrados na literatura, de forma que na implementagao
computacional para o MEF apenas precisou-se programa-los uma tnica vez.

Posteriormente as devidas integracdes, a constru¢do da matriz de rigidez por elemento
K‘e do vetor de forcas de campo por elemento f¢. Sdo definidas as matrizes reunidas

conforme Equacdo 3.44 para obtencdo da matriz de rigidez global e vetor de forcao de campo
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global. A reunido dos elementos € realizada através das matrizes reunidas L°. Para cada
elemento, assim, ordenam-se os seus nds em respeito da sua posi¢ao no dominio total, e, ap6s,
¢é realizada a soma das contribuicdes de todos os elementos.

Para a adequacio do cédigo desenvolvido em Scilab, foi necessario utilizar as matrizes
na forma esparsa, através do comando sparse. Para o MEF, muitas matrizes e vetores sdo
esparsos, principalmente as matrizes booleanas L¢, que, na forma cheia, exigem alocacdo de
mais memoria. Para um nimero de elementos maior que 16 — ou seja, para uma malha bastante
grosseira — para estes benchmark, por exemplo, o erro no programa para alocacio dos valores
numéricos das etapas € detectado (MORAES, 2016). A memoria disponivel em uma se¢do para
este software pode ser controlada através do comando stacksize, que consiste em uma pilha de
armazenamento dos valores das variaveis. Sendo assim, o Scilab possui este inconveniente
quando da saturacdo do armazenamento dos valores das varidveis.

Este problema, portanto, pode ser contornado pela utilizacdo do comando sparse a quase
todas as matrizes, principalmente, implementadas neste trabalho, de modo a possibilitar obter
malhas refinadas para os propositos da modelagem numérica. O tnico inconveniente
encontrado, portanto, foi o de que o comando sparse sé pode ser aplicado a argumentos matrizes
(duas dimensdes). Sendo assim, a forma adotada para a construcdo de todas as matrizes e
vetores por elemento ndo pode ser reunindo-os em apenas uma hypermatrix (no caso de trés
dimensdes, portanto). A implementacao adotada, portanto, se deu com a utilizagao do comando
string, definindo-se as entidades por elemento individualmente. De forma a ndo saturar, mais
uma vez, o vetor stacksize, as matrizes/vetores por elemento eram excluidos a medida que eram
utilizados e devidamente concatenados a forma global.

Uma vez obtidos Ke f globais, as condi¢des de contorno essenciais sdo impostas. O
sistema entdo € particionado de forma a se obter as solu¢des para os nds livres das componentes
da velocidade e pressao.

A particdo do sistema de equacdes para o dominio bidimensional precisa, inicialmente,
que o sistema de equacdes seja reordenado de modo que se consiga obter a parte superior
destinada aos nés essenciais. Belystchko e Fish (2007) recomendam que os n6s essenciais sejam
numerados primeiramente, porém, com esta estratégia perde-se a légica de numeragdo por
elemento, sendo preferivel realizar a reordenagdo posterior do sistema.

Recorrendo-se a Equacdo 2.94 e a Equacdo 2.86, sendo E representativo aos nos

essenciais e F aos nos livres:
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[w, m]{f}[ﬂ wF]Lﬂ - w,.'r, =0 (3.70)

F

Como os valores nodais W, s@o arbitrarios, o residuo r, tem de ser nulo. A forma dos

valores nodais do residuo pode ser reescrita, assim, na forma particionada para K € f :

K, K, |d f
P FLTE =1 P o w,or, =0 (3.71)
0 KEF KF dF fF

Sendo que as matrizesK;,K, ,K, eK,, sdo obtidas aparecem na expressdo de K
apoés a particdo. Logo, com a reordenacdo, os nds especificados encontram-se acima dos nds

livres no vetor d Reescrevendo-se a Equagado 3.71:

|:~I’(E KEF:||:EE}:|:fE +rE} (3 72)
KEF KF dF fF

Para determinacdo dos valores nodais livres, a segunda linha da Equagdo 3.72 fornece

o seguinte sistema de equacgdes:
K,d,=f, -K,d, (3.73)

Utilizou-se o comando linsolve do Scilab para a resolucio deste sistema e determinacao
de d, . Os residuos nos contornos essenciais também podem ser determinados pelo sistema,

pela primeira linha da Equagao 3.72:
r, =K, d,+K,. d, - f, (3.74)

Para o caso do escoamento de Stokes analitico, a matriz de rigidez global € simétrica,
de modo que K ,, =K ,,." . A simetria ¢ perdida para o problema da cavidade visto os termos

nao-lineares advectivos impostos pelas ENS.
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A Figura 3.9 apresenta um fluxograma utilizado na implementacdo computacional para

os problemas de escoamento de Stokes, no qual a solugdo é direta e as matrizes K“e K sdo

simétricas.

Inicio ¢
Calcular todos K° e f°
4 v
Especificar /, ny, Calcular todos L°®
Ny el (uyvec)e Ry el ®

A

v Calcular Kef
Obter (x,y) para os nds ¢
de u,v, p e ¢ (malha
bidimensional) Reordenar o sistema
r =K d- fe realizar a

parti¢do (C.C essenciais)

Y
Calcular N°, Npe, BSCe ¢
Bye e as formas Resolver o sistema linear

"combinadas" destas

\ 4
/Solug:éo deu,ve p/
Especificaru, pe U

A

=

Figura 3.9 — Fluxograma para implementacdo computacional para o problema do escoamento de Stokes com
solucgdo analitica

A Figura 3.10 apresenta o fluxograma para o escoamento de Navier-Stokes em
cavidade, onde o procedimento iterativo se faz presente.

Para o problema do escoamento em cavidade com tampa deslizante, o vetor de forcas

de campo f* € nulo, visto que ndo se admitiu atuagdo da gravidade ( f, = f, =0), Utilizaram-se

como estimativa inicial das componentes de velocidade os valores nulos, de forma a se obter a
solucdo para o escoamento de Stokes na cavidade em uma primeira iteracdo. A tolerancia

(precisdo) adotada, bem como o nimero maximo de itera¢des também sdo variaveis de entrada.
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[ Inicio ¢
Calcular todos K° e f°

v

Especificar /, n,

A

Calcular todos L°®
Ny el (wyvec)e Ny el ® 1

v

v Calcular Kef
Obter (x,y) para os nds ¢
de u,v, p e c (malha
bidimensional) Reordenar o sistema
r=Kd- ferealizar a
particdo (C.C essenciais)
Y
Calcular N°, Npe, BSCe ¢
e Resolver o sistema
By fe as formas linear
"combinadas" destas :

Y

Especificar u, p,U,
0” ,Ov’ PRe Nméx,iter

y Sim
iter,q; =0 i

Solugdodeu, vep

<N\, max, iter ?

Figura 3.10 - Fluxograma para implementa¢cdo computacional para o problema do escoamento em cavidade com
tampa deslizante

3.4.2 Detalhamento da implementacio para os problemas do PSM

Os elementos para este caso, utilizando as coordenadas x e y sdo retangulares, de

distdncia em y muito menor que a em x. A integracdo por quadratura gaussiana, definida no
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dominio de referéncia, impde a transformac¢do do dominio do problema em um dominio
quadrado para a integracdo. Visto a regularidade dos elementos, a mesma nomenclatura para o
caso dos elementos originalmente quadrados para os problemas benchmark, Q,Q, seré adotada
para o escoamento (velocidade e pressdo) para o problema dos PSM, que pode ser facilmente
encarada sob ponto de vista computacional quando da transformag¢ao do dominio retangular em
um dominio quadrado por coordenadas normalizadas. O determinante da matriz jacobiana J
(Equacao 3.64) é que garantira, portanto, as devidas integracdes para o MEF, visto o
mapeamento realizado (Figura 3.8).

Para a solu¢dao numérica do escoamento, a implementacdo computacional é andloga a
desenvolvida anteriormente, diferenciando-se de forma mais expressiva, apenas na definicao
das condic¢des de contorno para a velocidade, apresentadas em 3.1.2.

A ordem de interpolacdo para c¢ foi escolhida a mesma das de u e v, ou seja, foram
adotados elementos O, para a concentragdo. Essencialmente, a forma de integracao e de reunidio
das matrizes e vetores por elemento sdo as mesmas apresentadas no problema 3.4.1. A principal
modificac@o para a solucdo de c € a necessidade da implementagao de um método consistente
de Petrov-Galerkin, similar ao SUPG, como discutido na sec¢ao 3.3.2, utilizando-se, neste ponto,
de uma abordagem especifica para o caso de elementos quadriticos em x, pela utiliza¢do das
Equacoes 3.48 e 3.49 para determinacao dos valores do parametro de estabilizacdo o .

Como os vetores de forcas por elementos se dao apenas com termos para o contorno de

Robin (I',, membrana), pelo desenvolvimento mostrado na Secdo 3.3.2, este vetor, pela

Equacdo 3.58, € substituido pela operacdo da matriz Kf: em ¢, sendo Kff posteriormente

incorporada a K . O sistema global, portanto, resulta em:

Kc=r (3.75)

Apo6s obtencdo do sistema global definido na Equacdo 3.75, o método da particao
também foi utilizado para os nds especificados, dados pela condi¢do de contorno da entrada
para a concentracdo. Utilizou-se o comando linsolve do Scilab para a resolug@o deste sistema.

O acoplamento velocidade-concentracdo foi implementado seguindo-se dois
algoritmos, principalmente. Para comparacdo da solu¢do numérica para a velocidade com

solucdes analiticas, primeiramente, assumiu-se v , constante ao longo de todo o canal (visto esta

ser uma imposi¢do para a obtencdo das solugdes analiticas mais utilizadas na literatura, como
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discutido na sec@o 2.4). O algoritmo proposto para solu¢@o do problema dado v, constante €

apresentado no fluxograma da Figura 3.11.

[ Inicio J ¢ v
Calcular todos K® e f° Cal(fu-lar (f
(estabilizagdo)
) v
Especificar [, b, ngj, Calcular todos L® Calcular
Ny o1 U,V € C) € Ny o1 (D) ¢ todos K, °
Calcular Kef ¢
. ¢ Adequar a condigdo de
Obter (x,y) para os nés Robin (membrana) e
de u,v, p e c (malha . sicdifica K.
bidimensional) Reordenar o sistema cs
r=K d- fe realizar a
partigdo (C.C essenciais)
4 v
Calcular
Calcular N°, Npe, Bfbe K,

Bye e as formas
"combinadas" destas

v

Reordenar o sistema
r=K_ . e realizar a

partigdo (para C.C da
Especificar y, p ,U, Sim entrada)
%u %, PRe Ninéex,ter ¢
y
/Solucﬁo deu,ve p/
Solugdo de ¢
Y ¢
iter,o; =0
Calcular
N° (estabilizagdo
Petrov-Galerkin) Fim

A

/ Especificar D /

<N, max,iter *

Z
[
o

Figura 3.11 - Fluxograma para implementacio computacional para o problema do PSM a v, constante

Para este caso a v, constante, o acoplamento € dito fraco (one-way coupling), visto que
a condi¢cdo de contorno, dada pela equagdo possui £ nulo para este caso, de forma que

vV =V

» 00 varidvel de entrada fornecida ao problema. Assim, a resolucdo do perfil de
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velocidades ndo depende da concentracdo, mas a concentracdo depende da velocidade,
consistindo, assim, no acoplamento em uma via. O perfil de concentragdo depende da
velocidade ndo s6 no dominio (pela equagdo governante, 3.5) quanto para sua condi¢do de
contorno da membrana (Equacao 3.13b).

O algoritmo proposto na Figura 3.11, portanto, € direto sob ponto de vista das solugdes
da velocidade e concentragdao. Com o perfil de velocidades encontrado, o de concentragdo é
obtido de forma direta. Apenas para o escoamento, a iteracdo de Picard € necessaria pela nao

linearidade das ENS.

Em seguida, de forma a representar melhor os processos, assumiu-se a variagdo de v,

ao longo do canal dependendo da concentracdo, sendo uma modelagem mais representativa do
processo, principalmente para a polarizagdo da concentragdo. Neste caso, o acoplamento € dito
forte (two-way coupling) pela dependéncia mutua entre a velocidade e concentragdo. Assim, ¢
depende de v tanto em todo o dominio (equacdo governante, 3.1) quanto no contorno da
membrana (Equacdo 3.13b) e v depende de ¢ no contorno da membrana (Equacdo 3.13a).

A condi¢do de contorno para a concentracao na membrana (Equacdo 3.13b) torna-se

ndo linear, portanto, neste caso, pois o termo v, (¢) € ndo linear pelo acoplamento visto que
v, =v,(c). Assim, um esquema iterativo deve ser realizado. O algoritmo proposto para solugéo

do problema dado v, varidvel € dado pelas seguintes etapas:

1) Estimar inicialmente os valores para v, (x) sendo constante, iguais a v, ,;

2) Resolver o escoamento (velocidade e pressdo), utilizando iteracdo de Picard para o
termo nao linear das ENS;

3) Com a solugdo para velocidade, resolver o perfil de concentraco c;

4) Com os valores de cm, calcular o novo conjunto de valores de v, pelo modelo
osmotico (Equagao 3.13a);

5) Pelo esquema iterativo, retornar ao passo 2 até a convergéncia pelo erro em duas
iteracdes sucessivas para v, serem menores que ou iguais a precisdo (PR) adotada,
obtendo-se, assim, a solucdo para o escoamento e concentracao.

A Figura 3.12 apresenta o fluxograma para este caso.
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Especificar /, h, n,,

ny o (W€ c) e ny o (p)

Obter (x,y) para os nds
de u,v, p e ¢ (malha
bidimensional)

!

Calcular V¢, 2%‘ Bfe

wwo ¢ as formas

"combinadas" destas

v

Nao

Sim
A2

Calcular todos K¢ e f¢
!

iterye =

iteryprt1

v

Calcular todos L®
1

le

Y

Calcular Kef

v

Especificar u, p ,U,
vp0. 'u", PReN,

iereone =

iterponet1

A

iter

conc

0

Sim

v

1ax, ite,

Nao

Reordenar o sistema
r=Kd- ferealizar a
partigdo (C.C essenciais)

itery, =0

Sim

Solugdo de u, vep
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N® (estabilizagao
Petrov-Galerkin)

A

A

Especificar D e

Calcular a

(estabilizagdo)

v

Calcular
todos K,

v

Adequar a condigao de
Robin (membrana) ¢

modificar K,

v

Calcular
K

cs

v

Reordenar o sistema
r=K_c c realizar a

partigdo (para C.C da
entrada)

!}

Calcular w

(equagao 3.13a)

im

Solugdo de ¢

Figura 3.12 - Fluxograma para implementa¢do computacional para o problema do PSM a v, varidvel
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4 RESULTADOS E DISCUSSAO

Neste capitulo, sdo apresentados e discutidos os resultados obtidos para a simulacao
numérica realizada para predi¢do das caracteristicas do escoamento e do transporte do soluto
para os PSM. Os perfis de velocidade e concentra¢do, importantes para investigacdo do
fenomeno da polarizacdo da concentracdo, sdo obtidos em diferentes condigdes.

Os resultados para as simulagdes em Scilab via o MEF, incluirao, em alguns casos, o
pés-processamento a partir da solucdo numérica obtida, realizado em Matlab® R2014a, pela
disposi¢do de maiores recursos graficos.

Inicialmente, na Secdo 4.1, os resultados obtidos para validacdo, por meio dos

problemas benchmark sao apresentados.

4.1 SIMULACOES PARA OS PROBLEMAS BENCHMARK

4.1.1 Escoamento de Stokes com solucio analitica

Para o escoamento de Stokes analitico, foram utilizados poucos elementos para
constru¢do da malha, de modo a possibilitar melhor avaliacdo dos resultados obtidos por esta
validacdo. Sdo apresentados os resultados obtidos com 16 elementos estaveis por LBB do tipo

0,0, parainterpolacdo da velocidade e pressdo. A Figura 4.1 apresenta a malha utilizada para

velocidade e pressao.

Com a solu¢@o numérica obtida para as componentes da velocidade, realizou-se o pos-
processamento dos dados de forma a se obter os campos de velocidade, pela representacao dos
vetores V para os nos.

Na Figura 4.2 o campo de velocidade obtido com a solu¢do numérica € comparado ao
campo de velocidade para a solucdo analitica, pelas expressdes de u e v dadas pela Equacgado

2.65.
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Malha com 16 elementos Q Q,
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Figura 4.1 — Malha utilizada para 16 elementos QsQ1
Problema de Stokes com solugdo analitica
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Figura 4.2 — Campo de velocidade para solucdo numérica (16 elementos Q-Q;) e analitica para o problema de

Stokes analitico.
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A boa acuricia ja era esperada pois, para o caso de problema de Stokes, como nao se
tem a presenca do termo advectivo, apenas a instabilidade vinda da condi¢do de
incompressibilidade se faz presente. Com a formulacao mista, utilizando-se elementos estaveis

0,0, , a estabilidade desta condicdo € alcancada. A auséncia do termo advectivo, portanto, faz

com que seja obtida a solucdo numérica préxima a analitica mesmo que, com, relativamente,
poucos elementos.

Na Figura 4.3, os valores nodais para a pressao (pontos vermelhos) sdo comparados ao
campo de pressdo analitico, dado pela expressdao da Equagdo 2.65, observando-se, também a

boa acuricia para esta determinacao.

Problema de Stokes com solucdo analitica -
campo de pressdo

> R R A T ——0.25
: ! o |
e @ @ ® ' o,
0.1
P +0.15
0 @ Valores nodais
(16 elementos Q3Q1)
S LT """" : o
1 “ ‘ ' )
A | os
X 3 . : : :
1 0
° 0 0.2 0.4 0.6

y

Figura 4.3 - Campo de pressdo com 16 elementos 0>Q;

Para estabelecer a solu¢do para um caso em que a instabilidade ocasionada pela
incompressibilidade existe, escolheu-se a avaliagdo dos resultados para os campos de

velocidade e pressdo para elementos instaveis por LBB do tipo Q,Q, ,ou seja, de mesmo grau

de interpolacao — biquadréticos tanto em relacdo a velocidade quanto em relag@o a pressao.

Para esta comparagdo entre este elemento instdvel por LBB e o estavel, Q,Q,, foi

utilizada a malha com 9 elementos. Esta escolha se deu justamente pois permite avaliar as
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diferencas, mesmo que pequenas, entre os campos de velocidade obtidos com ambos os

métodos (Figura 4.4).

Campo de velocidade ¢ a condigdo de incompressibilidade

T LIS | T - T T

0.9

T
O

0.8
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07

086
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b ——— == Elementos Q.Q,

$ \L / ﬁ || == Eementos
' \N \ — ]
N T

04

0.3

0.2
T

—— = 1

0.1

Figura 4. 4 - Comparacdo dos campos de velocidade para 9 elementos Q2Q: e Q2Q

Observa-se, contudo, que, mesmo elementos instaveis por LBB apresentam respostas
aceitaveis para o campo de velocidade, visto que a instabilidade € relacionada de forma mais
forte com a pressdo para a incompressibilidade (DONEA e HUERTA, 2003).

Porém, a solug@o para o campo de velocidade também, de certa forma, € influenciada
por ndo satisfazer a condi¢cdo de LBB, sendo menos acurada, como se pode perceber pelas
Figuras 4.5 e 4.6.

Na Figura 4.5, € apresentado o perfil da componente u da velocidade ao longo da linha

média (de simetria) vertical, tanto para a solucdo analitica quanto para os elementos Q,Q, ¢
0,0, ; na Figura 4.6, o perfil de v ao longo da linha média horizontal, de modo a se comparar

as solucdes obtidas e evidenciar a ligeira perda de acuricia para a velocidade quando se utilizam

elementos que ndo satisfazem a condicao de LBB.

120



Perfil de u em x = 0,5

Analitico

>~
O Q202
A Q201
-0,015 -0,01 -0,005 0 0,005 0,01 0,015
u
Figura 4.5 - Perfil de u ao longo da linha média vertical
Perfilde vem y =0,5
1
0,9
0,8 S
0,7
0,6
Analitico
= 0
O 0Q2Q2
A Q201
-0,015 -0,01 -0,005 0 0,005 0,01 0,015
12

Figura 4.6 - Perfil de v ao longo da linha média horizontal

Os valores nodais Q,Q, para os perfis de velocidade das Figuras 4.5 € 4.6, se mostram

relativamente mais distantes da solucdo analitica, especialmente em determinados nds. Os

maiores desvios para os elementos Q,Q, encontraram-se nos nds adjacentes aos lados do

dominio quadrado, pela proximidade com a imposi¢do dos contornos essenciais.
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Estes desvios sdo aceitiveis, ainda mais quando se utilizam malhas mais refinadas as
solucdes seriam quase idénticas, de modo que nao se permitisse salientar que, de alguma forma,
o perfil de velocidades € afetado pela interpolag¢do da pressao.

Na Figura 4.7, é apresentado o classico resultado do perfil de pressao quando da

instabilidade presente, utilizando 9 elementos Q,Q, .

Campo de pressao - 9 elementos (20:

0.15
0.1

-0.05

--0.05

0.1

0.15

0.2

0 0

Figura 4.7 - Campo de pressdo para elementos Q2Q2 (distribuicio oscilatéria do tipo "tabuleiro de damas")

O campo de pressao da Figura 4.7 para estes elementos instiveis apresenta valores
espurios e distribuicdo oscilatéria do tipo “tabuleiro de damas” (checkerboard), ndo se
aproximando do perfil apresentado pela solug¢do analitica, como pode ser observado na Figura
4.3.

Os resultados discutidos nesta secdo, para o escoamento de Stokes, sdo importantes por
apenas poder avaliar a condi¢do de incompressibilidade, visto que a outra fonte de instabilidade,
pela adveccdo, ndo se faz presente. Com poucos elementos, foi possivel obter resultados
satisfatorios, de modo a salientar a importancia da utilizagao de elementos adequados (estaveis
por LBB) para contornar a condi¢ao de incompressibilidade.

Quando da anélise e problemas de escoamento utilizando as ENS, particularidades sdo

impostas pela presenca do termo advectivo (Se¢des 2.6 e 2.7). Do ponto de vista das simulacdes,
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ndo seria possivel, como para este caso, obter solugdes acuradas com tdo poucos elementos,

principalmente quando para casos maiores valores de Re.

4.1.2 Escoamento em cavidade impulsionado por tampa deslizante

As solucdes numéricas para este caso encontradas na literatura se ddo para varios
nimeros de Reynolds, sendo mais comumente utilizados para comparacdo das solu¢des para
valores de Re 100, 400 e 1000 (DONEA e HUERTA, 2003; THOMASSET,1981; GHIA, et al,
1982; MARGORANI, 2013). E interessante utilizar esta faixa de Re, pois é proxima a faixa
que serd simulada para os PSM, de modo que os efeitos da advec¢do sejam proximos, portanto,
salvo as particularidades da geometria e condi¢des de contorno do problema.

Inicialmente, para o valor de Re = 100, o campo de velocidade € obtido. De forma a
facilitar a visualizacdo, as linhas de corrente sdo muito utilizadas para este benchmark. Uma

malha de 900 elementos Q,Q, foi suficiente para se obter uma solucdo bastante acurada quando

comparado aos resultados da literatura. Na Figura 4.8, sdo apresentadas as linhas de corrente

para o este caso.

Linhas de corrente para Re = 100

0.9

0.8}

0.7}

0.6

= 0.5n

0.4
0.3}
0.2

0.1

B =

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
X
Figura 4.8 - Linhas de corrente para Re = 100 — 900 elementos Q2Q1
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A solucio de Ghia et al. (1982) € obtida com uma malha extremamente refinada (129
por 129, utilizando diferengas finitas), sendo, até hoje, muito utilizada para validacido e
comparacao dos resultados de rotinas para problemas de escoamento. Sendo assim, € utilizada
como comparacao aos resultados obtidos.

Proximos aos cantos superiores as linhas de corrente sofrem uma constri¢do, devido ao
movimento do fluido no lado superior e sua estagnacado nos lados esquerdo e direito inferiores
da cavidade, pelas condi¢des de contorno essenciais impostas. Isto também € observado nas
solugdes da literatura encontradas para este problema. Na Figura 4.9, visualiza-se a comparagao

com o resultado original de Ghia et al. (1982).

Re =100

Comparacdo a solugdo de Guia et al. (1982)
(Grid uniforme 129 X 129)

Figura 4.9 - Linhas de corrente da solucdo original de Ghia et al. (1982). Adaptado de Ghia et al. (1982).

A malha utilizada na Figura 4.8 foi refinada o suficiente para prever a formacao de dois
vortices secundarios nas proximidades dos cantos inferiores da cavidade, condizente com os
resultados da Figura 4.9.

Thomasset (1981) recomenda alguns critérios utilizados para comparacao das solugcdes
para o problema do escoamento em cavidade: dentre os critérios, quando se adota a formulagao
de Navier-Stokes em varidveis primitivas, velocidade e pressdo, a comparacdo qualitativa,

como a realizada entre as Figuras 4.8 e 4.9 é um critério utilizado.
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Os perfis do escoamento na linha média vertical e horizontal, ou seja, o perfil da
componente u em relagdo ao y e da componente v em relagdo a x, também consistem em um
critério recomendado. Juntamente com a anélise qualitativa, sao os mais utilizados na literatura
(THOMASSET,1981; GHIA, et al, 1982; SERT, 2015). Um terceiro critério adotado € a
determina¢do da posicdo do centro do vortice central na cavidade. O voértice central se da
quando ambas as componentes do vetor velocidade sdo nulas.

Os perfis de u e v sdo comparados aos resultados de Ghia et al. (1982). Este trabalho se
torna também adequado para estas comparacdes visto que os autores apresentaram em seu
trabalho os valores declarados das componentes em alguns pontos das linhas médias de
interesse. Pela comparacdo do perfil de u na linha média vertical (x = 0,5), os seguintes
resultados sdo apresentados na Figura 4.10. Sdo apresentados também resultados para a malha
de 1225 elementos, sendo este critério uma forma de se avaliar a convergéncia da malha,

portanto.

Re = 100 - Perfil de # na linha média vertical

1

0,9
0,8

0
900

elementos

-===1225
elementos

o) Ghia et al.
(1982)

-0,4 -0,2 0 0,2 0.4 0,6 0,8 1
u

Figura 4.10 - Perfil de « na linha média vertical para Re=100

Os resultados para 900 elementos e 1225 elementos sdo, praticamente coincidentes,
estando muito proximos da solugdo de Ghia et al. (1982), mostrando que a formulacao numérica
implementada se mostrou adequada a este caso. Analogamente, a Figura 4.11 apresenta o perfil
da componente vertical v na linha média horizontal da cavidade. Resultados similares sdo

obtidos, pela devida acuréacia quando comparada a solucdo de referéncia.
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Re =100 - Perfil de v na linha média horizontal

0,2
0,15
0,1

0,05 O  Ghiaetal.

(1982)

- = =-900

S
0,05 elementos

-0,1

1225

-0,15 elementos

-0,2

-0,25
-0,3

y

Figura 4.11 - Perfil de v na linha média horizontal para Re=100

Ademais, para uma terceira comparagdo, a posi¢ao do centro do voértice central foi
comparada com valores disponiveis na literatura para Re =100 (Tabela 2.3). A determinagio
do voértice central se deu localizando-se a regido delimitada a qual o vetor V € tal que
V= [0 O]T , € pode ser também visualizado pela Figura 4.12, a partir do resultado apresentado

na Figura 4.8.

Linhas de corrente para Re= 100
1m

0.9 =

)

08

0.4 \\¥

0.2

01E

B

0 0.1 02 03 0.4 0.5 06

Figura 4.12 - Posi¢do do vortice central para Re = 100
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Tabela 4. 1 - Posi¢do do centro do vortice principal para Re=100

Posi¢ao do vértice central para Re =100
Aul-o r Mé to dO Ma lha xOvértice yO vértice
Buggraf (1966) MDF 51 x51 0,62 0,74
Donea e Huerta (2003) MEF 60 x 60 0,62 0,74
Mini
Margonari (2013) MEF 60 x 60 0,617 0,736
Mini
Presente trabalho MEF 30 x 30 0,62 0,74
020;

O centro do vértice para o problema quando Re =100 também se mostrou localizado
na mesma posi¢ao das reportadas pelas solu¢des de referéncia.

O campo de pressdo para Re =100 é apresentado na Figura 4.13. Ha a tendéncia de se
manter praticamente nulo em todo o dominio e de obter o maior e menor valor nos cantos

superiores, como reporta-se na literatura.

Campo de pressao para Re = 100
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Figura 4.13 - Campo de pressdo para Re = 100
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E sabido que, com diferentes malhas para o mesmo problema, os valores maximo e
minimo nos contornos nao sao os mesmos, devido as singularidades dos nds dos cantos
superiores. O importante para o perfil de pressdo para este benchmark €, portanto, que o campo
de pressdao se mantenha constante no dominio, exceto para as regides proximas dos cantos
superiores, onde sao exibidos os valores extremos. O resultado obtido foi condizente, portanto,
com o exposto. Na Figura 4.14, apresenta-se a solugao obtida por Donea e Huerta (2003) que

utilizaram malha de 60 por 60 elementos do tipo Mini.

Campo de pressido 60 x 60 elementos Mini
(Donea e Huerta, 2003)

Figura 4. 14 - Campo de pressdo para Re=100 de Donea e Huerta, 2003. Adaptado de Donea e Huerta, 2003

Para o valor de Re =400, serdo apresentados os resultados obtidos de forma aniloga ao
exposto anteriormente. Inicialmente, o campo de velocidade, representado pelas linhas de
corrente foi obtido pela metodologia aplicada neste trabalho, considerando malha de 1225
elementos Q,Q, (Figura 4.15). As linhas de corrente de Ghia et al. (1982) encontram-se na
Figura 4.16.

A comparacao dos perfis de u na linha vertical e de v na linha horizontal sdao obtidas nas
Figuras 4.17 e 4.18, respectivamente. A solu¢do numérica para estes perfis foi comparada a

resultados com malhas de diferentes nimeros de elementos Q,Q, .
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Linhas de corrente para Re = 400
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Figura 4.15 - Linhas de corrente para Re = 400

Re =400 - Perfil de u na linha média vertical
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Figura 4.16 - Perfil de u na linha média vertical para Re = 400
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Re =400 - perfil de v na linha média horizontal

0,5
0,3
O  Ghiaetal.
(1982)
0,1 — =900
elementos
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-0,1 elementos
- == 2500
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Figura 4.17 - Perfil de v na linha média horizontal para Re = 400

Comparando-se as linhas de corrente da Figura 4.15 com as do caso de Re = 100 (Figura
4.8), observa-se que o centro do vortice principal se desloca de forma a ficar mais préximo do
centro da cavidade, o que ¢ tendéncia observada para este escoamento (SERT, 2015;
MARGONARI, 2013). A mesma andlise qualitativa pode ser realizada por comparagdo com as
linhas de corrente de Ghia et al. (1982), dadas na Figura 4.18, observando-se a semelhanga do
resultado obtido com esta solucao de referéncia.
Re = 400

Comparagio qualtiativa a solugéo de Guia et al. (1982)
(Grid uniforme 257 por 257)

B — S
0 01 02 03 0.4 05 06 07 0.8 0.8 1

Figura 4.18 — Comparagdo com linhas de corrente de Ghia et al. (1982) para Re = 400
130



Os vortices secundarios proximos aos cantos inferiores ficam mais pronunciados, visto
a maior adveccdo. Como esperado, por estes efeitos estarem mais pronunciados, pelos perfis
das Figuras 4.16 e 4.17, é evidenciada a necessidade de malha mais refinada do que para o caso
de Re=100. As solucdes numéricas obtidas com 1225 elementos e 2500 elementos sao
equivalentes, visto a coincidéncia das linhas que as representam nas Figuras 4.16 e 4.17.

A Tabela 4.2 expde o valor encontrado para o centro do vortice € os de demais autores.
O valor encontrado foi mais uma vez condizente aos reportados. Na Figura 4.19 € apresentado

o ponto do centro do vortice obtido na simulagao com 1225 elementos.

Tabela 4.2 - Posicdo do centro do vortice principal para Re=400

Posi¢ao do vértice central para Re =400
Autor Método Malha x, ]y,
Buggraf (1966) MDF 51x51 0,56 0,62
Donea e Huerta (2003) MEF | 60x60 | 0568 | 0,606
Mini
Margonari (2013) MEF | 060x60 | 0558 | 0,606
Mini
Presente trabalho MEF 30 x 30 0,56 0,605
020;

Linhas de corrente para Re =400
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0.7H

0.605 66

=, 05K
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x 0.36

Figura 4. 19 - Centro do vértice principal para Re=400
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O campo de pressdo para Re = 400 ndo difere do para Re = 100, assumindo-se
praticamente constante em toda a cavidade e com valores extremos nos cantos superiores.

Para Re = 1000, as linhas de corrente obtidas em simulacdo com 2500 elementos Q,Q,

consta na Figura 4.20.

Linhas de corrente para Re = 1000

1
0.4 0.5

X
Figura 4.20 - Linhas de corrente para Re = 1000

Da mesma maneira que para os casos anteriores, a compara¢cao com a solugdo original
de Ghia et al. (1982), pela sobreposi¢do das linhas de correntes, é obtida na Figura 4.21. Mais
uma vez, as linhas de corrente obtidas foram bem proximas as obtidas pela solucdo de
referéncia, mostrando que 2500 elementos sdo adequados para este caso de escoamento.

Nas Figuras 4.22 e 4.23, os perfis de u e v nas linhas de simetria sd3o comparados aos
valores dos pontos fornecidos por Ghia et al. (1982) para este caso, também indicando boa

acuricia para esta solu¢do de referéncia. Os resultados para 1225 elementos se mostraram
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proximos aos obtidos para 2500 elementos, o que se observa analisando os graficos das Figuras
4.22 e 4.33. Resultados com mais elementos que 2500 foram testados, porém ndo se obteve

diferencas significativas, indicando a convergéncia da malha, portanto.

Re =1000

Comparacio qualitativa 4 solucdo de Guia et al. (1982)
(Grid uniforme de 129 por 129)

9

09
na
o7
D.E.
&y 0.5:

0.4

0 01 0.2 0.3 04 05 0.6 0y 0.8 09 1
X

Figura 4. 21 - Comparagdo com linhas de corrente de Ghia et al. (1982) para Re = 1000
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Re = 1000 - perfil de u na linha média vertical

1,0
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u
Figura 4.22 - Perfil de u na linha média vertical para Re = 1000
Re = 1000 - perfil de v na linha média horizontal
0,4
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O  Ghiaetal.
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Figura 4.23 - Perfil de v na linha média horizontal para Re = 1000

Para o critério da posicdo do vortice central, também resultados coerentes aos
encontrados na literatura foram obtidos para as coordenadas x e y neste ponto (Tabela 4.3) Mais
uma vez € notdrio que, como o aumento de Re, maior a circulacdo do fluido, fazendo com que
o vortice principal se aproxime mais do centro da cavidade.

Na Figura 4.24 ¢ indicada a posicao do centro do vortice principal.
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Linhas de corrente para Re = 1000

1
5408

Figura 4. 24 - Centro do vértice principal para Re=400

Tabela 4.3 - Posicao do centro do vértice principal para Re=1000

Posi¢do do vortice central para Re =400

Autor Método | Malha | x,"" y,

Ozawa (1966) MDF | 61x61 | 0533 | 0,569

Donea e Huerta (2003) MEF | 60x60 | (54 0,573
Mini

Margonari (2013) MEF | 60x60 | 0534 | 0,569
Mini

Presente trabalho MEF | 30x30 | 054 0,57
020

Sendo assim, a implementacio computacional desenvolvida para um dominio
bidimensional foi validada, principalmente no que diz respeito a forma de construgao das etapas
do MEF, pelos resultados discutidos nesta se¢do. Para os casos simulados, ndo se fez necesséria,
portanto, a adoc¢do de técnica de estabilizacdo para o termo advectivo das ENS, sendo o método
classico de Galerkin (MEFG) adequado a estas simulagdes com um numero razoavel de

elementos quando comparados aos da literatura. O que se observa, portanto, € que quanto mais
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expressiva a adveccao, mais elementos sao necessarios para obtencao de resultados proximos

aos da solucdo de referéncia.

4.2 SIMULACOES PARA O PROBLEMA DO PSM

Nesta se¢ao, sao apresentados os principais resultados deste trabalho. Com a validacao
do c6digo implementado em Scilab pelos resultados obtidos em 4.1, a metodologia proposta
para os PSM no Capitulo 3 resulta nos seguintes resultados para as simulagdes, apresentados

de maneira progressiva.

4.2.1 Simulacdes a permeacao constante

Para os resultados a v, constante, foi seguida a metodologia apresentada no fluxograma

da Figura 3.11, em que a solug@o da concentragao € obtida de forma direta a partir do perfil de
velocidades resolvido. Primeiramente sdo discutidos os resultados para o escoamento neste

caso.

4.2.1.1 Resultados para os perfis de velocidade e pressao

Inicialmente, a validade da modelagem numérica desenvolvida neste trabalho pode ser
verificada comparando-se a solucdes analiticas que existem para o processo com modelagem
matematica parecida. Na literatura, as solugdes analiticas sdo desenvolvidas para o escoamento
quando a velocidade do permeado é assumida constante. Sendo assim, a comparacado da solucao
numérica para o escoamento a estas solu¢des analiticas (no caso, a Equacao 2.30) é um passo
preliminar importante.

Para o nimero de Reynolds principal do escoamento, definido por Re =2 hU p/u igual
a 1000 e o nimero de Reynolds do permeado, definido pela Equacdo 2.29, igual a 1, procedeu-
se a simulacdo do escoamento. De modo a se obter perfis em posi¢cdes de velocidade em
diferentes do canal de alimentacdo, escolheram-se os valores de x*, a direcio x na forma

adimensional (x" = x/]), iguais a 0,25, 0,5 ¢ 0,75.
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Nas Figuras 4.25, 4.26 e 4.27, sdo apresentados os perfis da componente horizontal da

. . . * .~ ~ N
velocidade na forma adimensional u™ = u/U nestas posi¢des. Os resultados sdo comparados a

solucdo analitica apresentada na Equacgao 2.30.

1,2

0,8

0,6

u' =uwlU

0,4

0,2

Perfil de " em x* = 0,25

Re =1000 Repz 1

0,2 0,4 0,6

y*=y/h

0,8 1

Figura 4.25 - Perfil de u* em x* = 0,25

Perfil de " em x* = 0,5
Re = 1000 Rep= 1

A

2

0,4 0,6
y'=y/h

Solucdo
analitica

900
elementos

1225
elementos

O Solugdo
analitica
- == 900
elementos
------ 1225
elementos

0,8 1

Figura 4.26 - Perfil de u* em x* = 0,5
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Perfil de u* em x* = 0,75
Re=1000 Re =1
1 P
0.9 m@%
0,8 @@pdz %@
O  Solugdo
0,7 analitica
Q 0,6 %

S _——
0 0.5 % 900
elementos

=04 R
0.3 7! X ------ 1225
0.2 P & elementos
0,1 f \Q
0 o)
0 0,2 0,4 yh= y})]ﬁ 0,8 1

Figura 4.27 - Perfil de u* em x* = 0,75

O perfil da componente u € praticamente parabdlico, mesmo sendo esta solucdo
apresentada para unica parede porosa (membrana). O perfil é praticamente simétrico, embora
haja algumas diferencas e particularidades se comparados ao escoamento de Hagen-Poiseuille.
A “paradbola” para estes casos € mais achatada na regido central do canal e mais ingreme
proximo as paredes.

Com relacdo aos resultados numéricos, € notdério que solucdes proximas foram

encontradas com 900 elementos e 1225 elementos Q,Q, , mostrando boa concordancia entres

as solugdes numéricas e a solucdo analitica da Equagao 2.30. A condicao de saida admitida
como livre de tensdes, foi, portanto, adequada a modelagem do fendmeno. Isto se da,
principalmente pelo canal de alimentacdo ser grande o suficiente, visto que [/ /2 =1000, de
forma que esta condicdo de contorno ao fim do canal possa ser utilizada (por isso denominada
de far-field boundary condition).

Por exemplo, admitindo-se um dominio menos estreito para este canal, admitindo-se a
razdo [/h=10, o perfil de u", se distancia da solucfio analitica, como se pode verificar pela
Figura 4.28 (para x* = 0,5). O perfil admitido, desta forma, é tipico de regides iniciais para

escoamento em dutos (HESKETH, 2007), ndo correspondendo a solucdo analitica para o

segmento vertical no meio do canal (ou seja, quando x* = 0,5).
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Perfil de u* em x* = 0,5 para I/h = 10
Re = 1000 Repz 1
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Figura 4.28 - Perfil de u* em x* = 0,5, para I/h = 10
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Portanto, pela Figura 4.28, percebemos a ndo adequacdo da condi¢do de contorno do

tipo traction-free, pelo comprimento do canal ndo ser suficientemente grande.

Analogamente aos perfis para a componente horizontal u, serdo comparadas as solucoes

numéricas para a componente vertical v, na forma adimensional v* (v' = v/,) nos mesmos

segmentos do escoamento anteriormente mostrados, pela Figura 4.28, 4.29 e 4.30, para [/ h =

1000.

1,0
0,9
0,8
0,7
0,6
0,5
0,4
0,3
0,2
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0,0
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elementos

—_— 1225
elementos

Figura 4.29 - Perfil de v* em x* = 0,5
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Perfil de v em x* = 0,5
Re = 1000 Rep= 1
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Figura 4. 30 - Perfil de v¥ em x*= 0,5
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Figura 4. 31 — Perfil de v* em x* = 0,75

Para x" = 0,25 (Figura 4.29), a soluciio de 1225 elementos se mostra em concordancia

superior a solugdo analitica, quando comparada a solucao de 900 elementos. Para os demais

casos (Figuras 4.30 e 4.31), ambas as malhas se mostram equivalentes.
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Utilizando o comando champ do Scilab (equivalente ao quiver para o Matlab®), é

possivel obter o campo de velocidade nas duas dimensdes para o canal estudado (Figura 4.32).

Os vetores sdo colocados em escala de cores, de modo que que as regides mais internas possuem

comprimento dos vetores velocidade maiores.
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Figura 4.32 - Campo de velocidade para o canal
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Na Figura 4.33, o campo de velocidade é ampliado para regido mais proxima da

membrana. Como se pode perceber, somente proximo nas regides mais proximas a membrana

€ que o escoamento transversal passa a ser relevante, o que ja é sabido para estes processos

visto
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Figura 4.33 - Campo de velocidade préximo a membrana
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O campo de pressdo também foi obtido, sendo a formulacdo mista estavel por LBB

adequada para obtencdo do mesmo. E adequada a utilizacio da queda de pressdo na direcdo

principal do escoamento, AP", dada pela Equacio 4.1.

ES ES ES

aP (. yy = PO PO

P(0,0)-P(1,0)

4.1)

Sendo P(0,0)-P(1,0)=P

re,

, uma pressao de referéncia.

A queda de pressdo adimensional ao longo de x* é apresentada na Figura 4.34 paray’ =

0 (superficie da membrana).

Queda de pressdo adimensional (AP)* ao longo de x*
emy" =0 (membrana) - Re = 1000 Re,= 1

1,0
0.9
0,8
0,7
0,6
0,5
0,4
0,3
0,2
0,1
0,0

0 0,2 04 0,6 0.8 1

AP*(x%,0)

Figura 4. 34- Queda de pressdo adimensional na membrana

Para a pressdo adimensional P* = P/P,, pela Figura 3.5 apresenta-se 0 campo de

pressdo em termos de P para todo o canal. E notério que a variacdo ao longo de y ndo é
significativa, sendo, portanto, a variagdo da pressdo ao longo da dire¢do principal do

escoamento, mais pronunciada.
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*

Figura 4. 35 - Campo de pressdo (na forma adimensional P*)

Os resultados apresentados até aqui, portanto, sdo importantes por mostrarem a
adequacdo da formulacdo desenvolvida para o canal retangular da alimentacdo, do ponto de
visto do escoamento, pela comparacdo as solucdes analiticas. Para a concentragdo ndo se possui
na literatura solucdes analiticas obtidas diretamente pelo acoplamento velocidade-concentragcao
presente na equacao de balanco de massa do soluto, tendo apenas modelos simplificados, como
discutido no Capitulo 2.

Na secdo 4.2.1.2, s@o obtidos resultados preliminares importantes para os perfis de
concentracdo para o processo em questdo, mostrando-se os efeitos sobre os principais

parametros das simulaces a v, constante.

4.2.1.2 Resultados para os perfis de concentracao

Primeiramente, € apresentada a importancia da técnica de estabilizagdo do termo
advectivo adotada nesta metodologia. O comportamento oscilatério quando da nao utilizagdao
da estabilizacao € obtido, como mostra a Figura 4.36. Vale lembrar que a oscilagao apresentada
¢ somente quando dos perfis obtidos a y constante, ou seja, se da somente ao longo da direcao
x. Para os perfis ao longo da direcdo y, nao € observada oscilacdo, indicando, portanto, que a

adocdo da técnica de estabilizacdo somente na direcao principal do escoamento (x) € valida.
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Na Figura 4.36 é mostrado o perfil de concentraciio adjacente A membrana (y =0). Foram
simulados trés casos: um sem a estabilizacdo, e, portanto, adotando a forma cléassica de
Galerkin; outro com a estabilizacdo, utilizando os valores 6timos para o parametro de
estabilizacdo a, definidos pelas Equacdes 3.48 e 3.49; e, a titulo de comparacio, utilizou-se a
como sendo a metade do parametro 6timo o para respectivo nd. A malha utilizada, foi de 100
elementos, apenas para verificagdo da estabilizacio, ndo se preocupando em obter uma solugdo
acurada neste primeiro momento.

E utilizada para os perfis de concentraco a forma adimensional C dada por:
C=— 4.2)

Mantiveram-se os mesmos nimeros de Reynolds (Re = 1000 e Re, = 1) e admitiu-se que

o nimero de Schimdt (Sc = ¢/ p D) igual a 500, sendo um valor razodvel para espécies como

sais em solugao.

Perfil de concentragdo a y“= 0 (ao longo da membrana)
" - 100 elementos - Re = 1000 Re,=1 Sc=500

45

[}
"

40 X
\

i

35 ! i
1oy

- IR E— E— —— L L LT sem
estabilizacio

]
30 !
)
)
]
]

(TR

'
\
7\ [ - = = (0 6timo)/2
20 )
|

W o 6timo

15
10

0 0,2 0,4 06 0,8 1
I-x

Figura 4. 36 - Perfil de concentrag@o a y*=0 e estabiliza¢@o (100 elementos)

Para avaliar se, com uma malha mais refinada, seria possivel contorna-se o perfil
oscilatério utilizando o método de Galerkin (sem estabilizacao), procedeu-se a mesma solu¢dao

anterior com uma malha refinada de 1600 elementos. O resultado da Figura 4.37 para estas
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simulacdes mostra que a desestabilizacdo ainda se da quando da ndo utilizacdo da técnica de

estabilizacdo de Petrov-Galerkin, mostrando sua importancia para a solucio numérica da

concentracao.
Perfil de concentracdo a y*= 0 (ao longo da membrana)
- 1600 elementos - Re = 1000 Re, =1 Sc =500
80
70 !
60 :E
]
50 I:: ------ sem
: " estabilizag
£40 Wi do
::l a 6timo
30
20
10
0
0 0,2 0,4 , 06 0,8 1
1-x

Figura 4. 37 - Perfil de concentragdo a y*=0 e estabilizag¢@o (100 elementos)

De forma a se representar uma condicdo média para a operacio dos PSM,
principalmente para os casos de OR e NF, adotou-se para a obtencao dos perfis de concentragdao

a condicao padrao de:

« Re=400
_ Re, =04
e Sc=500
. f:l

. a=a

“otimo

Para as simulagdes que se seguem nesta se¢do, de modo a melhor avaliar os efeitos
individualmente. A malha de 1225 elementos (, para a concentracdo se mostrou
suficientemente refinada, ndo se observando diferencas dos resultados quando comparados aos
com 2500 elementos. Sendo assim, os resultados apresentados a seguir para os perfis de

concentra¢do foram obtidos com 1225 elementos Q,.
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Realizando-se andlises comparativas, primeiramente serd apresentado o efeito da
varia¢do da difusividade do soluto, expresso em termos de Sc nos resultados a seguir. Na Figura
4.38 sao apresentados os resultados para Sc iguais a 100, 500 e 1000 para a variacdo da

concentragdo de soluto na superficie da membrana C,, ao longo do comprimento do canal.

Perfil de C,, na membrana - efeito de Sc

70

60

0 0,2 0,4 , 06 0,8 1
1-x

Figura 4.38 - Efeito de Sc no perfil de C,

Quanto maiores os valores de Sc, menor é a difusividade do soluto. Sendo assim, maiores
concentracdes de soluto sd@o observadas proximo a superficie da membrana, pela menor
difusividade do mesmo de volta ao seio da solugdo da alimentagdo. Este fato é observado na
Figura 4.38, visto que quanto maior o valor de Sc, maiores sdo as concentracdes na superficie
da membrana.

Este fato também pode ser observado ao se considerar o efeito da difusividade do soluto
na extensdo da polarizacdo da concentracdo. O perfil de C ao longo da direcdo transversal y* (a
determinado x") indica a existéncia da polarizaciio da concentracdo: a concentracio préoxima a
membrana diminui acentuadamente até atingir valores préximos aos da concentracdo na
alimentacdo (C = 1) quando se avanca para longe da membrana. Para maiores Sc, a difusdo é
menor, e, portanto, menor ¢ a extensao da regido polarizada (o soluto ficando, assim, muito
mais concentrado proximo a membrana).

Na Figura 4.39 sdo apresentados os resultados para polariza¢do da concentracdo em y*

linha média vertical do canal (x*=0,5).
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Efeito de Sc - Perfil de C na linha média vertical
40

35

30

25

20

----Sc=1000
15
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0 0,2 0,4 y* 0,6 0,8 1

Figura 4. 39 - Efeito de Sc - Perfil de C na linha média vertical (a x*=0,5)

Como se pode perceber, quando a difusividade € mais expressiva (para Sc = 100), ha
uma maior distribui¢ao do soluto ao longo da altura do canal. Com isto, menores valores para
a concentracdo na membrana sdo obtidos, além de um maior comprimento da polarizacao
devido a maior extensdo da penetracdo do soluto de volta ao seio do fluido no canal.

Uma segunda andlise pode ser dada pela avaliacdo do efeito da variagao do fator de
rejeicdo intrinseco f°, presente na condi¢do de contorno da membrana para a concentragao
(Equacao 3.13b). Na Figura 4.40 mostram-se os perfis de C,, na superficie da membrana para

os valores de f” iguais a 1, 0,9 € 0,8.
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Perfil de C,, na membrana - efeito de f’
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Figura 4. 40 - Efeito de f no perfil de Cm

O fator de rejeicdo determina a medida da seletividade da membrana a determinado
soluto, sendo que quando igual a 1, admite que a rejei¢do € perfeita, ou seja, nenhum soluto
passa através da membrana para o lado do permeado. Sendo assim, quando f* = 1, seria o caso
em que todo soluto permanece no lado da alimentacgao, e, portanto, maiores valores de Cm sdo
encontrados quando comparados a f* menores. Com a diminuicao do fator de rejei¢ao, portanto,
uma maior quantidade de soluto passa através da membrana, diminuindo-se assim, a
concentracdo do soluto retido adjacente a membrana no lado da alimentagao.

Os resultados da Figura 4.41 também corroboram com o observado, visto que, quanto
menor o fator de rejei¢cdo, uma maior massa de soluto atravessa a membrana, o que faz com que

a polarizagdo da concentragdo no canal da alimenta¢@o seja menor.
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Efeito de f - Perfil de C na linha média vertical
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Figura 4.41 - Efeito de f - Perfil de C na linha média vertical (a x* = 0,5)

E importante ressaltar a diferenca para a extensdo da polarizagdo da concentracao
quando se comparam os efeitos de Sc e f°. Na Figura 4.39, o valor maximo de C (na membrana),
dentre os casos, é obtido no caso de Sc = 1000. Como, para tal, a difusividade do soluto € menor,
a extensdo da polarizacao também € menor, visto a menor capacidade de difusdo. Na Figura
4.41, o valor de maximo de C € maior para o caso da rejei¢do total (f° = 1). Entretanto, a extensao
da polarizacdo € também maior, devido a maior quantidade de soluto retido no lado da
alimentacao destinado a difusao.

Um terceiro efeito que pode ser analisado é o da velocidade do escoamento principal
dentro do canal, relacionado a Re. Na Figura 4.41 comparam-se os perfis de C na superficie
da membrana para os valores de Re iguais a de 200, 400 e 800, sendo estes valores

representativos da faixa aplicada aos PSM.
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Perfil de C,, na membrana - efeito de Re

60
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40

Figura 4.42 -Perfil de C,, na membrana - efeito de Re

A concentragdo do soluto na membrana diminui quando Re aumenta, portanto. O
resultado da Figura 4.42 estd de acordo com o significado fisico do aumento de Re para a
polarizacdo da concentracdo: a advec¢do do fluido sendo mais acentuada faz com que haja
maior carreamento do soluto préximo a membrana, ou seja, diminuindo-se os efeitos difusivos
pelo aumento do transporte advectivo do soluto (pelo aumento da velocidade).

Este fato pode ser observado também com o perfil de C ao longo da linha média vertical
(Figura 4.43), evidenciando-se a maior extensdo da polariza¢do da concentracido para o menor

valor de Re, 200, visto maior predominancia da difusdo quando comparado aos demais casos.
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Efeito de Re - Perfil de C na linha média vertical
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Figura 4.43 - Efeito de Re - Perfil de C na linha média vertical (a x*=0,5)

O tltimo efeito a ser analisado serd o da variacdo da velocidade do permeado, na forma

adimensional, dada por Re ,. Na Figura 4.44 sdo apresentados os resultados para as simulagoes

para os valores de Re » iguais a 0,04,0,4 e 1.

Perfil de C,, na membrana - efeito de Re,

f=1
450

400
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300 \
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200 s
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0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

1-x"

Figura 4.44 - Perfil de C,, na membrana - efeito de Re,
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A concentra¢cdo do soluto mostra, como se pode observar, maior sensibilidade a este

parametro. Isto se da pela direta relacdo com o fendmeno da permeacdo, intensificando-o com

o aumento de Re ,. Quanto maior a velocidade do permeado, uma maior passagem de particulas

através da membrana se di. Portanto, a concentracio do soluto na membrana aumenta
sensivelmente no lado da alimentagdo, pela rejeicdo dos mesmos pela membrana, pela maior
quantidade de soluto que € direcionado a membrana.

Na Figura 4.45 sdo mostrados os perfis de C ao longo da linha média vertical, onde se

pode observar as maiores concentracdes adjacentes a membrana e maiores extensdes da
polarizacdo para maiores Re .

Efeito de Rep - Perfil de C na linha média vertical
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Figura 4. 45 - Efeito de Re,, - Perfil de C na linha média vertical (a x*=0,5)

Do ponto de vista pratico, a variagao da velocidade do permeado se d4 pela variagao da
pressdo transmembranar aplicada ao processo. Nesta se¢do, como a velocidade do permeado é
assumida constante, seria possivel encarar que o valor de v, é determinado pela lei de Darcy,

em que se leva em consideracdo uma diferenca de pressao constante entre o lado da alimentacao
e o lado do permeado.
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Um modelo mais fidedigno, portanto, é o que considera a permeacdo variavel, pela
aplicacdo do modelo osmoético e resolvendo-se o sistema fortemente acoplado para velocidade

e concentracao. Estes resultados s@o apresentados na secao 4.2.2.

4.2.2 Simulacdes a permeacio variavel

Para os casos em que se considera a variagdo do fluxo do permeado ao longo da
membrana, o fluxograma descrito na Figura 3.12 é empregado para a solucdo do problema. Para
as simulacdes, o modelo osmético modificado emprega a utilizacdo do pardmetro f. Este
parametro representa a fracdo da for¢a motriz provinda do gradiente de pressdao que é
representada pela pressdo osmoética da alimentacdo, como pode ser observado pela Equagao
2.43.

Para processos de OR e NF, os gradientes de pressdao através da membrana sdo
elevados. Para os casos em que a alimentacdo consiste em solucdo nao tdo concentrada do
soluto, a parcela da pressdo osmética da alimentacdo € pequena frente a diferenca de pressao
global necesséria para se manter o processo a um desejado fluxo de permeado. Com isto, os
valores de f para estes casos s30 menores.

Valores elevados de f implicam que uma grande fracao do gradiente de pressao aplicado
seja destinado, inicialmente, a superar a pressao osmoética da alimentacgdo. O que pode ocorrer
€ que a fracdo restante ndo seja suficiente para superar a resisténcia provinda da permeagao,
principalmente devido a polarizacdo da concentrag¢@o. Sendo assim, a definicao de £ ¢é limitada
a cada caso de forma a ndo se observar velocidade do permeado na direcdo contrdria ao
esperado. Esta andlise pode ser facilmente observada analisando-se a forma da Equagao 2.31.

Para que o fluxo de permeado seja devidamente atingido, S deve ser tal que:

glc, -1)<1 (4.3)

Primeiramente, com base na condi¢do padrdo para as simulacdes, definida em 4.2.1.2,
realizaram-se simulagdes com o valor de [ permitido (frente a resisténcia criada pela
polarizacio da concentracao) igual a 0,05. De forma a se exemplificar, para este caso, escolheu-
se analisar o efeito da variacdo do parametro f° para este caso. Nas Figuras 4.46 e 4.47, sdo

apresentados os perfis de Cy, € v, na membrana, respectivamente, para diferentes f.
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O esquema iterativo se mostrou adequado para a determinagcdo dos perfis de
concentracdo. A malha suficientemente refinada para estes casos foi obtida também com 900
elementos Q,Q, para velocidade pressdo e Q, para concentracdo e precisdo (PR) de 0,01%

para ambas iteracdes interna e externa.

Perfil de C,, na membrana a v, variavel (p = 0,05) -
efeito de f'

0 0,2 04 l-x"0p6 0,8 1

Figura 4.46 - Perfil de C,, na membrana a v, variavel - efeito de f'

v, varidvel (B =0,05) - efeito de f’
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Figura 4.47 - Perfil de v, na membrana - efeito de f'
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O efeito de f° € andlogo ao observado quando v, é constante: para maiores fatores de
rejeicdo, a concentracdo na membrana, do lado da alimentagdo, aumenta. Resultados também
analogos aos obtidos para o efeito de f” a permeacdo constante sdo obtidos para o perfil de C na
linha média vertical.

Porém, quando comparados aos resultados para fluxo de permeado constante, percebe-
se que, a medida que se avanca na dire¢do x do canal, o aumento da concentragdo na membrana

para o caso de v, variavel € menos acentuado.

Isto se da pelo efeito acoplado entre velocidade e concentracdo na membrana: a medida
que se avanga na direcao x do canal, cada vez mais o fluxo de permeado diminui, pelo aumento
da concentracdo. Com a diminui¢do do fluxo de permeado, a concentracio na membrana
também diminui, desta maneira.

Analisando de outra maneira, a resisténcia a permeacao € provinda da polariza¢do da
concentracdo, o que faz com que a pressdao osmética aumente e se diminua o fluxo de permeado.

Para o caso de v, constante, se “for¢a” a se obter alta permea¢do mesmo em posi¢des mais

distantes do canal, o que faz aumentar as concentra¢des na membrana.
De modo a visualizar a comparagdo, as Figuras 4.48 e 4.49 apresentam os perfis de

concentragdo para 0 caso a v, constante (com especificagdes iguais a condi¢do padrdo,
definidas anteriormente) e a v, variavel (B = 0,05 e as demais especifica¢des iguais a condi¢a@o

padrio).

Perfil de C dentro do canal (v constante)
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Figura 4.48- Perfil de C dentro do canal a v, constante
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Perfil de C dentro do canal (v variavel)
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Figura 4. 49 - Perfil de C dentro do canal a v, varidvel

De modo a obter outras solucdes para permeacao variavel, a fim de verificar a adequacao

das simula¢Ges para casos em que [ assuma valores mais expressivos, foram simuladas duas

condi¢des: o primeiro caso seguindo-se a condi¢do padrdao e modificando-se Rep 0 para o valor
igual a 0,04; a segunda modificando-se a condi¢ao padrao para f* = 0,8.

Pode-se perceber que, ao diminuir o valor de Rep, o, indiretamente se diz que o processo
opera a diferenca de pressdo menor, o que faz com que a parcela do numerador da expressao de
[ possua maior relevancia para a diferenca de pressdo do processo, de modo que [ possa
assumir valores maiores, portanto. De outra maneira, pode-se explicar recorrendo-se a Equacao

2.31: um menor Rep,o implica em menores valores de v,. Para menores valores de v,, a

concentracdo na parede também diminui, o que faz com que (Cm —1) seja menor, ¢ [ possa

assumir valores maiores ainda respeitando a Equacgao 4.3.

Para o caso de Rep0= 0,04, adotou-se valorde [ =0,5.Paraocasode f'=0,8, adotou-
se valorde £ =1 nasimulag@o. Os perfis de concentragio (C,) ao longo de x sdo representados

na Figura 4.50.
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Perfil de C,, na membrana a v, variavel - # maiores

1,4

’

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

Figura 4.50 - Perfil de C,, na membrana a v, variavel - f maiores

Foram obtidas, a partir da analise dos perfis da Figura 4.50, solugdes coerentes com a
discussdo de Brian (1965): para estes casos em que a variacdo do fluxo do permeado é mais
pronunciada, a concentracdo do soluto, no inicio do canal cresce rapidamente devido as altas
velocidades do permeado proximas a entrada (1—x*= 1). Depois, com o aumento da
concentracao na superficie da membrana (aumento da resisténcia), a velocidade de permeado

cai significativamente, o que faz com que o aumento de C se dé de forma menos acentuada até

o fim do canal. E interessante notar, que, pela abordagem adotada, o valor de 8 =1 para o caso
em que f' =0,8, indica que a queda de pressdo total € igual a 1,6 vezes a pressdo osmotica da

alimentacao.

Como ultimo resultado deste trabalho, serd apresentada uma expressdo, inspirada na
forma da Equagdo 2.31 para o modelo osmoético dos PSM. Nas consideragdes anteriores, a
pressdo foi assumida constante no desenvolvimento da Equag¢do 2.31 como condi¢cdo de
contorno do problema (Equacdo 3.13a). Porém, sabe-se que, ao longo do escoamento na direcao
x, ha queda de pressdo nesta direcdo. De modo a se adicionar um termo referente a queda de
pressdo ao longo de x, primeiramente define-se a diferenca de pressdo total no canal como

sendo:
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AP =AF, — AP (x) (4.4)

Substituindo-se a Equacgdo 4.4 na expressdao da Equagdo 2.38:

v, =AAF, - AAP.(x) - ATl f'C, 4.5)
Pela Equacdo 2.40:
v,o = AAF, —AAP (0) - Al f'= AAF, — Al f* (4.6)

Sendo AP _(0) = 0 e explicitando-se o primeiro termo do lado direito da Equacio 4.6:

ADPR =v,  + AT f' 4.7)

Substituindo-se a Equacao 4.7 na Equagao 4.5:

Vo = Vo + AN, f'y—AAP (x) - AN f'C, (4.8)

Dividindo-se pela expressdo de v, , obtida na Equagéo 4.6:

Ve =y AN -N G, — AP ()]

= ' 4.9)
Alpp, -, f]
Pela defini¢do de [ dada pela Equagio 2.42:
v AP
—r =1+8-C, _BAR : (4.10)
Vpo M of

Reordenando-se a Equagédo 4.10:
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AP
Vp = Vho 1—,5(% -— -1J (4.11)

A Equagdo 4.11 pode ser aplicada como condi¢@o de contorno da velocidade, de modo
que, ao se utilizar os valores obtidos para a pressdao, um acoplamento velocidade-pressao-
concentracdo, portanto, ¢ obtido.

Pela expressdao da Equagdo 4.11, é necessario obter o valor da pressdo osmotica na

alimentacdo. Sendo assim, para sua aplicacdo, exemplifica-se para o caso do processo de OR,

em que a solucdo de alimenta¢do € uma salmoura de concentragdo ¢, =9,8 kg/m*, sendo a

constante de proporcionalidade k =75,4 kPam’/kg. A pressio osmética na alimentacio,

portanto € dada pela Equacdo 2.33. Nas simulac¢des, foram assumidas propriedades iguais a da

agua para viscosidade e densidade. Para a difusividade do NaCl foi utilizado valor de
D =1,5%x10"m?/s. Todos os dados foram retirados de Ma, et al. (2004).

As simulagdes se deram de forma a se obter os mesmos valores de Re e Rep, 0 da condi¢do
padrio (400 e 0,4, respectivamente), utilizando-se, da mesma forma 900 elementos Q,(, para
velocidade e pressdo e Q, para a concentracdo. A Figura 4.51 apresenta os resultados, quando

comparados a utiliza¢do da condi¢ao de contorno da velocidade sem considerar o efeito da

pressdo. Os valores utilizados para S e f'foram 0,2 ¢ 0,8, respectivamente.

Perfil de C,, na membrana a v, variavel - Efeito da pressdo
4,0

3,5

—AP
constante

variavel

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

Figura 4.51 - Perfil de C» na membrana a v, varidvel - Efeito da pressdo

159



A consideracao da variac@o da pressao ao longo de x na membrana, faz com que menores
valores da concentracdo sejam obtidos. Isto € valido visto que, pela queda de pressdo em x, a
velocidade do permeado também diminui, pela diminuicdo da diferengca de pressdo total do
processo. Sendo assim, concentragdes mais baixas sdo observadas proximo a membrana. Para
alguns processos, acredita-se ser importante levar em consideracio a queda de pressdo, visto

que se pode superestimar a polariza¢do da concentragdao quando ndo se considera este efeito.
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5 CONCLUSOES E SUGESTOES

Foi desenvolvida a implementacdo computacional para o MEF em Scilab aplicada a
metodologia proposta para o problema de separagao por membranas. Esta implementacao se
deu para todas as etapas do método, desde a geracdo da malha até a solucdo do sistema de
equagoes.

A alocagao das principais matrizes e vetores envolvidos na formulagao MEF sob a forma
esparsa auxiliou na resoluc¢do do problema de alocagdo de memoria, visto a limita¢do do Scilab
ao utilizar o vetor stacksize de armazenamento. Assim, foi possivel realizar as simulacdes com
nimero de elementos necessarios a boa acurécia dos resultados. Ainda sobre a implementagao
computacional, a utilizacdo das matrizes booleanas L* auxilia significativamente na construcao
do sistema de equacdes global.

As solucdes preliminares para os problemas benchmark mostraram que as etapas do
MEF implementadas foram devidamente construidas, pela boa acuricia dos resultados frente
as solugdes de referéncia. A satisfagdo da condi¢do de Ladyszhenskaya, Babuska e Brezzi é
necessaria de modo a ndo se observar desestabilizacao pela incompressibilidade imposta. Vale
ressaltar que, mesmo que todos os elementos para as componentes da velocidade e concentracdo
foram do tipo Q, (interpolagdo biquadratica) e os da pressdo Q, (interpolacdo bilinear), ainda
para elementos quadrados, a ordem de interpolacdo € escolhida, ao se definir o niimero de nds
por elemento para a constru¢cdo da malha.

A modelagem matematica adotada para o canal de alimentacdo se mostrou adequada,
visto os resultados obtidos a diferentes condi¢cOes estarem condizentes a teoria. Inicialmente,
para a permeacao constante, resultados muito proximos a solu¢do analitica foram obtidos para
o perfil de velocidades. Para os perfis de concentracdo, tanto a velocidade do permeado
constante quanto varidvel, a predi¢do da polarizacio da concentragdo foi obtida, sendo
realizadas simulacoes a diferentes condicdes, de modo a se obter bons resultados com estratégia
numérica utilizada.

Visto que o coeficiente de difusividade do soluto é algumas ordens de grandeza menor
que a viscosidade cinematica do fluido, ou seja, elevados valores para o nimero de Schmidt
implicam em elevados valores para o nimero de Péclet por elemento, se fez necesséria para
todas as simulagdes para os perfis de concentra¢do a adog¢do da técnica de estabilizagc@o baseada
na abordagem de Petrov-Galerkin. Para esta estabilizac¢do, a ado¢ao da formulacao 6tima para

os coeficientes foi adequada. Com relagdo a essa técnica aplicada, a utilizagao da estabilizacdo
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apenas na direcdo x também se apresentou adequada aos casos simulados, por ser a direcao
principal do escoamento.

O modelo osmoético adotado levou em consideracdo que a pressdo osmdtica é
diretamente proporcional a concentragao do soluto, por meio da constante de proporcionalidade
k. Embora muito utilizada na literatura, como discutido anteriormente, para casos mais
especificos se deveria modificar a dependéncia da pressdo osmdtica com a concentragao.
Assim, a condi¢do de contorno para o modelo osmético poderia ser mudada na implementacao
computacional quando cabivel.

A iteracdo de Picard para o termo ndo linear das equacdes de Navier-Stokes, mesmo
possuindo taxa de convergéncia menor que outros métodos de lineariza¢do, se mostra adequada
para os casos propostos. Com relagdo ao esquema iterativo para a concentracio, esse foi bem
embasado quando da avaliacdo da convergéncia da solu¢do pelo erro na velocidade do
permeado (Figura 3.12), sendo favoravel a implementagdo computacional desenvolvida para o
acoplamento velocidade-concentragdo.

Por fim, apresentou-se uma forma de se obter a condicao de contorno para a velocidade
do permeado em funcao da queda de pressao na dire¢do principal do escoamento, utilizando os
valores numéricos obtidos para a pressdo pela resolucao pela FDC via o MEF desenvolvida.
Dentre a literatura mencionada neste trabalho, nao foi reportada nenhuma utilizacdo das
solucdes numéricas dos nds da pressdo a fim de estabelecer a variagdo de AP pela queda de
pressdao na membrana ao longo do escoamento, investigando-se, desta forma, o efeito da queda
de pressdo ao longo da membrana na velocidade do permeado.

As simulacdes numéricas desenvolvidas se mostraram potencialmente eficientes para
posteriores estudos do fendmeno da polarizagdo da concentragdo, principalmente para a
otimizacdo dos canais e design dos mesmos. Assim, o dominio poderia contemplar a presenca
de espacadores, de modo a avaliar os efeitos na fluidodindmica e, por conseguinte, na
polarizacdo da concentracdo dentro do canal, pela presenca dos mesmos. Para tal, o
acoplamento do programa desenvolvido a um gerador de malhas também ¢é sugerido, de forma
a se obter escoamento para geometrias diferentes e com elementos de diferentes tipos.

Como trabalho futuro, serd estudada forma de se obter modelagem mais representativa
para os fendmenos que ocorrem dentro da membrana. Assim, pardmetros mais representativos,
podem ser obtidos ao se acoplar resultados para o escoamento dentro dos poros com 0s

resultados para o canal da alimentacdo, desenvolvidos neste trabalho. Desta forma, a membrana
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ndo seria encarada como “caixa preta”, obtendo-se maior complexidade para esta condi¢do de
contorno do canal de alimentacao.

Ademais, sugere-se comparar os resultados obtidos pelas simulagdes para o canal de
alimentacdo utilizando a metodologia deste trabalho a resultados experimentais quando da

aplicacdo a um determinado processo em especifico.
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