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BIOQUÍMICOS DA UNIVERSIDADE FEDERAL DO RIO DE JANEIRO COMO

PARTE DOS REQUISITOS NECESSÁRIOS PARA A OBTENÇÃO DO GRAU
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Resumo da Dissertação apresentada à EPQB/UFRJ como parte dos requisitos

necessários para a obtenção do grau de Mestre em Ciências (M.Sc.)

MODELAGEM DA CONDENSAÇÃO DE DIÓXIDO DE CARBONO EM UM

BOCAL CONVERGENTE-DIVERGENTE

Tatiane Franco Machado

Setembro/2019

Orientadores: Luiz Fernando Lopes Rodrigues Silva

Fabio Pereira dos Santos

Programa: Engenharia de Processos Qúımicos e Bioqúımicos

Apesar da variedade de separadores existentes, poucos deles podem ser aplica-

dos à separação de gases no processamento de petróleo e gás natural no fundo do

mar. Dentre eles o separador supersônico apresenta-se como uma alternativa pro-

missora, visto que, separa os componentes condensáveis, com custo operacional e

necessidade espacial reduzidos. Dito isso, o objetivo principal deste trabalho é mo-

delar o processo de condensação dentro de um separador supersônico. Os modelos

foram implementados em software de código aberto (foam-extend-4.0) usando um

algoritmo de soluções das equações baseado na densidade para a fase cont́ınua. O

acoplamento entre as fases é de uma via, onde a fase dispersa é resolvida através da

equação do balanço populacional usando o método dos momentos fechados por qua-

dratura. Primeiramente, foi realizado um estudo dos modelos de taxa de nucleação,

obtendo-se um modelo h́ıbrido para as simulações. Em seguida, foi simulado um caso

para testar o código criado com vapor de água, obtendo-se resultados comparáveis

qualitativamente e quantitativamente com a literatura. Por fim, efetuou-se algumas

simulações do escoamento de gás contém dióxido de carbono puro com diferentes

condições de entrada, a fim de avaliar alguns dos parâmetros de condensação, como

super-resfriamento, supersaturação, taxa de nucleação e raio médio das gotas. Com

isso, o programa não somente é capaz de fornecer resultados qualitativos consoantes

com outros autores, mas também permite a localização do fenômeno ao longo do

equipamento para diferentes condições de entrada.

Palavras chave: Condensação, Balanço populacional, Escoamento supersônico,

OpenFOAM.
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requirements for the degree of Master of Science (M.Sc.)

MODELLING CONDENSATION OF CARBON DIOXIDE IN A

CONVERGENT-DIVERGENT NOZZLE
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September/2019

Advisors: Luiz Fernando Lopes Rodrigues Silva
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Department: Chemical Engineering

Despite the variety of separators available, few of them applies to gas separation

in processing of oil and natural gas at subsea conditions. Among them, the

supersonic separator is a promising choice, due to its efficiency in separation of

the condensable components, with a small footprint. Therefore, the main purpose

of this work is to model the condensation process within a supersonic separator.

The models were implemented in open-source software (foam-extend-4.0) using a

density-based approach for the continuous phase. The phase coupling is one-way,

where the dispersed phase flow is represented through the population balance

equation, using the quadrature method of moments. First, a study of nucleation

rate models was performed, obtaining a hybrid model for further simulations. After

that, a test case with steam was simulated to check the applicability of the new

solver, attaining results with satisfying qualitatively and quantitatively agreement

compared to literature. Finally, gas flow simulations containing pure carbon dioxide

with different inlet conditions were carried out, in order to evaluate the main

condensation parameters, such as supercooling, supersaturation, nucleation rate

and mean droplet radius. As a result, not only the solver was able to provide

similar qualitative results compared to other authors, but also allows to locate the

phenomenon throughout the equipment for different input conditions.

Keywords: Condensation, Population Balance, Supersonic Flow, OpenFOAM.
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5.1.1 Apêndice I . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106
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viii



Lista de Figuras
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2.3 Esquema de um separador supersônico modelo 3S. Adaptado de [40] . 9
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entrada e à temperatura constante de 282K . . . . . . . . . . . . . . 101

4.46 Perfil do raio médio ao longo do bocal da simulação IX . . . . . . . . 101
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peraturas de entrada e à pressão constante de 4.0MPa . . . . . . . . . 103

4.49 Perfis do crescimento de gota ao longo do bocal, para diferentes
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φ̂ Valor anaĺıtico da variável

λg Condutividade térmica do gás, W.m−1.K−1

λi Autovalor
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g Aceleração da gravidade, m.s−2

K Autovetor

n Vetor normal

q Fluxo de calor, (J.m).s−1

U Vetor variáveis conservadas

v Vetor velocidade, m.s−1

ω Fator acêntrico
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Caṕıtulo 1

Introdução

A presença de CO2 no gás natural possui alguns efeitos negativos, dentre eles estão:

(a) redução do poder caloŕıfico do gás natural, (b) o aumento da corrosão dos tu-

bos e, portanto, materiais resistentes à corrosão devem ser usados, aumentando o

custo de instalação, (c) em altas concentrações requer outro processo de separação,

além de enormes instalações de armazenamento [1]. Portanto, várias tecnologias e

processos para a remoção desse CO2 do gás natural, são avaliados e utilizados pela

indústria. Dito isso, as tecnologias mais difundidas para remoção de CO2 do gás

natural envolvem a separação por absorção [2, 3], por adsorção [4, 5], criogênica [6]

e por membranas [7]. Dentre os métodos existentes, a absorção qúımica é o mais

usada para a separação de CO2. Este método pode efetivamente remover o CO2 a

um ńıvel aceitável, mas com um intenso gasto energético atrelado à necessidade de

grandes instalações. Além disso, o uso de soluções alcalinas como ĺıquidos de ab-

sorção apresenta várias limitações, como alto consumo de energia para regeneração,

a alta taxa de corrosão do equipamento e a possibilidade de um elevado impacto

ambiental [8].

Neste contexto, surgem os separadores supersônicos, cuja aplicação principal é

separar determinados componentes de uma mistura gasosa [9]. Uma das vantagens

da separação supersônica está associada à sua eficiência na extração de impurezas

presentes no gás natural. Ademais, a unidade de separação supersônica é viável

devido à sua estrutura compacta, além de exigir menor custo operacional relativo.

Existem vários modelos de separadores supersônicos, dentre eles, dois são conside-

rados os mais recentes e eficientes, denominados 3S e Twister [10, 11]. Uma revisão

mais detalhada da literatura referente aos dispositivos citados é apresentada no

próximo caṕıtulo.

A tecnologia de separação supersônica baseia-se no resfriamento através da ex-

pansão dentro da seção divergente do equipamento, o que levará à condensação dos

componentes de interesse. Como consequência do campo rotacional, as gotas for-

madas são direcionadas para a parede do equipamento e formam um filme ĺıquido
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encaminhado para uma seção de coleta [12]. Portanto, uma das condições fundamen-

tais da separação está relacionada à possibilidade de prever e controlar o processo

de condensação do CO2 no gás natural.

A transição de fase na condensação está associada à formação da nova interface

entre a fase vapor e a ĺıquida. Para formá-la, uma barreira de energia precisa ser

ultrapassada. A condensação do vapor é iniciada, em prinćıpio, assim que o estado

termodinâmico do fluido cruza a linha de saturação no diagrama de Mollier [13]. No

entanto, este não é o caso em aplicações práticas, como a condensação homogênea

em bocais transônicos ou supersônicos. Quando o fluido se expande através de

um bocal supersônico, devido ao rápido resfriamento, a fase gasosa se afasta do

equiĺıbrio. Portanto, o vapor não condensará imediatamente e atingirá um alto grau

de supersaturação, indicando que a fase atingiu um estado de equiĺıbrio metaestável

[14]. Dito isso, a transição para o estado ĺıquido é precedida pela nucleação, que

ocorre no estado metaestável, e pode ser definida como a formação de pequenos

aglomerados de fase ĺıquida dentro do vapor. O processo de nucleação é, portanto,

crucial para a compreensão da dinâmica da transição de fase.

A nucleação pode ocorrer de duas formas diferentes, denominadas homogênea

e heterogênea, e diferenciadas pela maneira como são iniciadas. A nucleação ho-

mogênea produz seus próprios aglomerados estáveis (núcleos) de gotas quando, no

vapor supersaturado, eles ultrapassam a barreira energética mı́nima (energia livre

de Gibbs). No caso da nucleação heterogênea, requer a introdução de part́ıculas

externas, que atuam como núcleos de condensação, para ativar o processo [15]. É

importante destacar que a barreira energética mı́nima associada à nucleação he-

terogênea é muito menor que a da nucleação homogênea. Como consequência, a

nucleação heterogênea é geralmente encontrada na natureza, como na formação de

nuvens atmosféricas.

O peŕıodo de duração do estado metaestável dependerá do grau de supersa-

turação que o fluido alcançou. Os aglomerados metaestáveis formados, quando ex-

cedem um tamanho cŕıtico, resultam no crescimento das gotas e na volta ao estado

de equiĺıbrio. Durante o processo de crescimento de gotas, uma quantidade signi-

ficativa de calor latente é liberada no escoamento. Esta liberação de calor resulta

em efeitos compresśıveis que levam ao aparecimento de um choque, interrompendo

assim o processo de nucleação e, finalmente, formando uma fase ĺıquida estável. O

crescimento dessas gotas ocorre através do fluxo constante de moléculas capturadas

do vapor supersaturado. Isso causará uma diminuição da pressão de vapor e uma

diminuição correspondente da supersaturação. A liberação do calor latente causa o

aumento tanto da temperatura da gota quanto da temperatura do vapor [15] e, con-

sequentemente, pode causar um forte impacto no padrão de escoamento. O tamanho

das gotas abrange uma ampla faixa de escalas, começando no tamanho nanométrico
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(10−9m), até alcançar a escala de micrômetros (10−6m).

1.1 Contexto e Motivação

Como uma das fontes de energia mais seguras e limpas, o gás natural desempe-

nha um papel cada vez mais importante no suprimento de energia. A ExxonMobil

projetou que a demanda global por gás natural aumentará 45% e ultrapassará o

carvão até 2040 [16]. O gás natural é uma mistura de múltiplos componentes, com

metano (CH4) como constituinte primário, vapor de água, gases inertes, dióxido de

carbono (CO2), sulfeto de hidrogênio (H2S) e outras impurezas. A presença de CO2

diminuirá o poder caloŕıfico do gás natural e causará a corrosão de componentes do

processo na presença de água. Portanto, ele deve ser removido do gás natural para

atender aos requisitos de qualidade do encanamento segundo as especificações do

gás comercial.

A tecnologia de separação supersônica se apresenta como uma escolha promis-

sora para separação de CO2, com alta eficiência e ocupando pouco espaço. Os

separadores supersônicos combinam as propriedades de resfriamento de um bocal

convergente-divergente com os prinćıpios da separação centŕıfuga. O conceito foi

desenvolvido há mais de meio século e foi modificado nas décadas subsequentes.

Atualmente, esta tecnologia tem sido amplamente estudada para desidratação de

gás natural, recuperação de hidrocarbonetos [10, 17, 18] e também para a liquefação

de gás natural [19]. Apesar de sua importância, a quantidade de estudos sobre o

processo de condensação ainda é insuficiente, dada a complexidade do fenômeno em

escoamentos supersônicos, ademais, a maioria dos estudos são voltados para vapor

de água. GYARMATHY [20] e YOUNG [21] estudaram o fenômeno de crescimento

de gotas e criaram um modelo matemático considerando o efeito do gás não con-

densável. Depois disso, a caracterização experimental do processo de condensação

homogênea no escoamento supersônico foi relatada por LAMANNA [22], que, além

de propor aprimoramentos para metodologias experimentais, também apresentou

uma correção para a taxa de nucleação proveniente do trabalho de GIRSHICK e

CHIU [23] e avaliada para vapor de água. JIANG et al. [24] apresentou um es-

tudo teórico e experimental da transferência de massa e calor com uma abordagem

multi-componente, em escoamento supersônico, e constatou que existência de va-

por de água acelera a condensação do vapor de nonano. Isso ocorre, visto que, o

vapor de água atua como núcleo de condensação, permitindo o nonano condense à

temperaturas mais baixas de super-resfriamento e super-saturação. CASTIER [25]

realizou simulações numéricas do escoamento de gás natural dentro de um bocal

convergente-divergente, considerando o equiĺıbrio de fases e conclui que a técnica

de CFD pode fornecer mais detalhes que a abordagem proposta pelo autor, apesar
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dos bons resultados para casos unidimensionais, como posição da onda de choque

e número de fases. MARTYUKOVA et al. [26] realizou uma investigação sobre as

variações no tamanho e na composição de uma gota em uma mistura de dois vapo-

res dentro de um gás carreador. Sua análise mostrou que o tamanho da gota pode

diminuir na fase inicial do estabelecimento da concentração da solução estacionária

dentro dela, a concentrações diferentes de vapores saturados dos componentes junto

com a sub-saturação de um deles.

JAN HALAMA [27] apresentou três modelos eulerianos para o escoamento

bifásico de vapor, com condensação em não-equiĺıbrio e conclui que o modelo de

0-equações é o mais promissor, quando comparado com a modelo de termo-fonte (2-

equações) e com o modelo de 4-equações, apesar do primeiro superestimar o amento

de pressão na zona de nucleação. SUN et al. [28], YANG et al. [29] investigaram as

caracteŕısticas de condensação do gás com dois componentes e também analisaram

os efeitos do gás carreador na distribuição dos parâmetros de condensação, dentro

de um bocal supersônico. SUN et al. [28] conclui que o processo de condensação

ocorre muito mais cedo, com a diminuição do número de gotas nas condições de

menor temperatura de entrada, maior pressão de entrada e maior concentração de

CO2. Enquanto isso, maior fração mássica de ĺıquido é alcançada na sáıda do bocal

à medida que gotas maiores são formadas. No caso de YANG et al. [29], relatou que

a condensação espontânea do vapor de água não aparecerá imediatamente quando

o vapor atingir o estado de saturação. Em vez disso, ocorre depois da garganta do

bocal, onde o vapor está no estado de supersaturação.

Apesar de todo o trabalho realizado, uma parte limitada deles considera a po-

lidispersão de part́ıculas. Os principais trabalhos incluem esse efeito são WHITE e

HOUNSLOW [30], AFZALIFAR et al. [31], ZHU et al. [32] e mostram que apesar

do problema relacionado ao surgimento de momentos não realizáveis, as previsões

do choque de condensação no campo de pressão, e do diâmetro médio pelo modelo

mono-disperso desviam consideravelmente dos previstos pela modelagem polidis-

persa. Além disso, AFZALIFAR et al. [31] conclui que a modelagem polidispersa

resulta em valores muito mais próximos dos encontrados pelo método E-L tanto para

os momentos, como para estimativas das distribuições de tamanho, especialmente

na zona de nucleação, com um custo computacional inferior WHITE e HOUNSLOW

[30]. Finalmente, os trabalhos que usam software de código aberto em seus estudos

são ainda mais limitados. Dentre eles destacam-se [33–37], cuja aplicação é voltada

para simular configurações de turbomáquinas sem utilizar balanço populacional para

considerar a polidispersão das part́ıculas.
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1.2 Objetivos

1.2.1 Objetivo principal

O presente trabalho tem como objetivo principal implementar e avaliar o fenômeno

da condensação dentro de um bocal convergente-divergente, usando uma aborda-

gem density-based, com acoplamento de uma via. O efeito polidisperso das gotas

formadas também é considerado através da equação de balanço populacional, por

meio do método dos momentos com fechamento com quadratura. Todos os modelos

e algoritmos supracitados são implementados em software de código livre.

1.2.2 Objetivos espećıficos

Seguem abaixo os objetivos espećıficos deste trabalho.

1. Avaliação de diferentes modelos da taxa de nucleação.

2. Implementação do modelo de crescimento de gota, do método dos momentos

usando quadratura e acoplamento do algoritmo Chebyshev de inversão, dentro

do programa foam-extend-4.0 FOAM-EXTEND [38].

3. Simular e avaliar um caso teste onde ocorre a condensação com água, usando

o aplicativo criado.

4. Simular e avaliar o efeito de diferentes condições de temperatura e pressão CO2

na entrada de um bocal convergente-divergente, nas variáveis carateŕısticas da

condensação.

1.3 Organização

Neste caṕıtulo, o presente trabalho foi contextualizado e seus objetivos, apresenta-

dos.

No Caṕıtulo 2, faz-se uma breve apresentação da modelagem matemática com

ênfase na fluidodinâmica computacional e discute-se um pouco sobre os métodos

numéricos utilizados para resolução do problema.

O Caṕıtulo 3 explicita os materiais empregados no trabalho. Além disso, são

exibidos as geometrias, malhas e métodos numéricos selecionados para realização

das simulações.

Em seguida, no Caṕıtulo 4, são apresentados e discutidos os resultados. Tal

exibição é dividida em avaliação dos termos fonte da equação de balanço populaci-

onal com dados experimentais, simulação de um caso teste com água e avaliação da

condensação para diferentes condições de entrada com dióxido de carbono puro.
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Finalmente, o Caṕıtulo 5 aborda uma breve conclusão, além de considerações

finais, junto com algumas sugestões para trabalhos futuros.
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Caṕıtulo 2

Revisão bibliográfica

2.1 Separador supersônico

No geral, o separador supersônico possui três partes, cada uma com suas respectivas

função e importância para a eficiência do equipamento. A primeira é denominada

seção de expansão, seguida da seção de separação e por último a seção de compressão

[39], como podem ser observadas na Figura 2.1.

Figura 2.1: Esquema de um separador supersônico. Adaptado de [40]

Na primeira seção, onde o bocal convergente-divergente está localizado, o fluido

entra com velocidade subsônica, cuja relação entre as velocidades do gás e do som

(Número de Mach) assume valores inferiores à 1.0 na parte convergente do bocal.

Em seguida, com a diminuição da área do bocal ao longo da trajetória, a velocidade

do fluido aumenta enquanto a temperatura e a pressão diminuem, transformando

energia potencial (pressão e temperatura) em energia cinética (velocidade), expan-

dindo do fluido. Em seguida, o fluido escoa pela garganta localizada entre a seção

convergente e divergente, onde a velocidade subsônica atinge alcança uma veloci-

dade supersônica passando pela sônica, onde o valor do Mach será 1.0. A condição

supersônica, junto com o aumento da área do bocal ao longo do escoamento, faz a

velocidade do fluido aumentar, enquanto a pressão e a temperatura continuam di-

minuindo até atingir a temperatura de orvalho do gás, e a consequente condensação

desse gás. Na seção seguinte, as gotas provenientes da condensação são direcionadas

para parede, através de um campo centŕıfugo que pode atingir até 500000 vezes a
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gravidade [41], formando um filme ĺıquido. Finalmente, após a separação da corrente

gasosa do filme ĺıquido formado, com a finalidade de recuperar a pressão inicial do

gás, uma onda de choque é gerada na última seção. Este efeito é alcançado por

um rápido aumento do diâmetro do bocal, que acarretará na desaceleração do gás,

aumento da temperatura e pressão de forma repentina[42], podendo recuperar cerca

de 65-80% da pressão de entrada [43].

Os pioneiros dessa tecnologia são dois grupos separados, que desenvolveram seus

projetos de forma paralela. O primeiro é denominado Twister BV com o modelo

Twister, estudado por Prast [11], e o segundo, Translang Technologies com o se-

parador 3S [10]. O separador Twister, que é baseado em um dispositivo de se-

cagem de ar, foi originalmente desenvolvido pela Stork Product Engineering BV

em 1989. Este modelo usou uma lâmina defletora na seção supersônica gerando

o campo centŕıfugo necessário para a separação de part́ıculas condensadas, sendo

agora denominado Twister-I. No entanto, o projeto Twister possúıa uma queda de

temperatura em torno de −40 ◦C e uma queda de pressão correspondente de até

30%. Com isso, uma parte significativa do gás sai em forma de névoa, forçando o

projeto a ter um separador secundário chamado vaso de desgaseificação. Além disso,

o tempo de permanência das gotas também é curto, tornando o desempenho da se-

paração muito baixo. Portanto, o bocal foi otimizado incluindo um corpo central e

uma configuração de bocal anular [39]. No Twister-II a geração do campo centŕıfugo

foi movida para a seção subsônica do bocal, para melhorar a eficiência de separação,

como ilustrado na Figura 2.2

Figura 2.2: Esquema de um separador supersônico modelo Twister-II. Adaptado de
[10]

O 3S apresenta uma abordagem h́ıbrida dos dois dispositivos Twister. Este

equipamento tem um gerador de campo centŕıfugo na entrada subsônica do bocal e

não possui corpo central, como evidenciado na Figura 2.3
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Figura 2.3: Esquema de um separador supersônico modelo 3S. Adaptado de [40]

O Separador 3S utiliza o prinćıpio fundamental da expansão adiabática através

de um bocal, porém, com um campo centŕıfugo inclúıdo na região de separação para

aumentar o efeito dessa força. Um direcionador de pás é outra caracteŕıstica que o

diferencia de outros desenhos. Ele possui uma queda de temperatura de até −70 ◦C,

que é posśıvel com números de Mach na faixa de 1.5 a 2. Devido à baixa temperatura,

o uso potencial de 3S estende-se à diversas aplicações, como, produção de GNL,

remoção de CO2, recuperação de etano, com capacidade de operação na temperatura

criogênica para gás natural. Ele é patenteado em muitos páıses, incluindo EUA,

Canadá e Holanda [39].

Finalmente, como o objeto de estudo do presente trabalho é voltado para o

fenômeno que ocorre ,especificamente, no bocal convergente-divergente, uma revisão

do tipo de escoamento nesse equipamento é realizada na próxima seção.

2.2 Escoamento compresśıvel

Para a maioria dos escoamentos, pode-se desconsiderar os efeitos de compressibili-

dade e de variação da densidade do fluido. Dada a importância da velocidade do gás

(v) em relação a velocidade do som (c), um parâmetro foi definido para uso nos estu-

dos de escoamento compresśıvel denominado número de Mach, esse é representado

pela equação abaixo:

Ma ≡ v

c
. (2.1)

Normalmente, valores maiores que 0.3 são suficientes para considerar efeitos de

compressibilidade do fluido segundo FOX et al. [44]. No equipamento de separação

supersônica o número de Mach ultrapassa valores de 0.3, como observado na seção

anterior.

Na modelagem de escoamentos compresśıveis deve-se combinar a mecânica dos

fluidos com a termodinâmica. Para o presente trabalho, foi assumido escoamento

inv́ıscido como em ARINA [45]. Em tais casos, as equações que descrevem a con-

servação do momento (sem um termo viscoso), a conservação de massa e a con-
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servação de energia são simplificadas. Não há necessidade de um modelo de tur-

bulência, uma vez que a viscosidade do turbilhão não é contabilizada. Nos casos em

que negligencia-se a transferência de momento viscoso, geralmente, a transferência

de calor por meio da condução nas equações de energia também é negligenciada [46].

As equações de conservação para escoamento inv́ıscido, condutividade térmica

insignificante e em condições adiabáticas são denominadas equações de Euler. Tais

equações estão representadas de forma simplificada abaixo:

Continuidade:

∂ρ

∂t
+∇ · (ρv) = 0, (2.2)

Momentum:

∂(ρv)

∂t
+∇ · (ρvv + p) = 0, (2.3)

Energia:

∂

[
ρ

(
e+

v2

2

)]
∂t

+∇ ·
[
ρv

(
e+

u2

2
+ p

)]
= 0, (2.4)

onde e =
p

(1− γ)ρ
, com e sendo energia interna espećıfica e γ a razão entre as

capacidades caloŕıficas, γ =
cp
cv

.

A modelagem de escoamento com condensação requer propriedades termo-

dinâmicas em condições metaestáveis, que normalmente são obtidas por extra-

polação. Como não há dados experimentais dispońıveis, nenhuma das equações

de estado está devidamente validada nesta região [37]. Além disso, o software de

código aberto utilizado como base para implementação não possui biblioteca para

simulações com gás real, logo, a abordagem usada foi de gás ideal seguindo a for-

mulação presente em FOX et al. [47].

Como a variação da densidade está relacionada a outras grandezas, sendo algu-

mas delas variáveis de estado, é necessária uma revisão da termodinâmica associada

ao fenômeno em questão. Com isso a relação entre densidade, pressão e temperatura

é obtida pela equação de estado (EOS) abaixo:

p = ρRgT, (2.5)

sendo:

Rg =
Ru

Mm

. (2.6)

Ao definir a energia interna,u, em função do volume,υ, e da temperatura, T ,
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(u(T, υ)), utilizando a definição de calor espećıfico a volume constante,cv, tem-se:

de = cυdT +

(
∂u

∂υ

)
T

dυ. (2.7)

Outra variável de estado que precisa ser definida é a entalpia, h. Quando repre-

sentada em função da temperatura e pressão torna-se:

dh = cpdT +

(
∂h

∂p

)
T

dp. (2.8)

No caso de gás ideal, como a energia interna depende da temperatura, logo, a

entalpia também variará com a temperatura, dada a relação : h ≡ e+ p/ρ.

Finalmente as duas variáveis serão representadas em função da temperatura

através das equações abaixo:

de = cυdT, (2.9)

dh = cpdT. (2.10)

Outra variável importante é a entropia,s, pois sua conservação pode ser usada

para determinar diversas variáveis em um determinado ponto do sistema partindo

de outro conhecido.

A partir da 2ª lei da termodinâmica, onde Q é quantidade de calor do sistema:

ds ≥
(
δQ

T

)
rev

. (2.11)

Quando aplicada em um processo reverśıvel e adiabático, este torna-se

isentrópico, logo:

ds = 0. (2.12)

Se o processo for irreverśıvel e adiabático tem-se:

ds > 0. (2.13)

De forma análoga ao realizado para energia interna e entalpia, é posśıvel de-

terminar a relação entre pressão e volume espećıfico para um processo isentrópico:

pυγ = const. (2.14)

A partir dessas expressões para as propriedades de estado e das equações oriundas

dos balanços de massa, quantidade de movimento e energia é posśıvel modelar o

escoamento compresśıvel, que, no caso do presente trabalho, ocorre em um bocal
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convergente-divergente. O primeiro parâmetro a ser calculado é a velocidade do

som, pois servirá de base para o cálculo das outras propriedades. Assim, através da

combinação das equações da continuidade e da quantidade de movimento obtém-se:

c =

√
dp

dρ
. (2.15)

Caso o gás ideal estiver sendo considerado, então:

c =
√
γRT . (2.16)

Os valores das variáveis de interesse em um determinado ponto são relaciona-

dos com aqueles na condição de referência,0 ,através das relações abaixo, dado o

escoamento isentrópico de um gás ideal:

p0

p
=

[
1 +

γ − 1

2
Ma2

]γ/(γ−1)

, (2.17)

T0

T
= 1 +

γ − 1

2
Ma2, (2.18)

ρ0

ρ
=

[
1 +

γ − 1

2
Ma2

]1/(γ−1)

. (2.19)

O numero de Mach nas equações acima pode ser determinado a partir da

aplicação das equações do escoamento em uma seção reta do bocal, sendo necessário

saber como a área da seção reta varia ao longo do bocal.

Para o caso de gás ideal e escoamento isentrópico, as equações são apresentadas

abaixo:
dp

ρv2
=
dA

A

1

1−Ma2
, (2.20)

dv

v
= −dA

A

1

1−Ma2
, (2.21)

A área da seção em relação a uma área de referência também pode ser calculada

em função do número de Mach, de forma análoga ao que é feito para temperatura

e pressão, usando como referência a área em que Ma = 1 (área cŕıtica), têm-se:

A

A∗
=

1

Ma

[
1 + γ−1

2
Ma2

γ+1
2

](γ+1)/2(γ−1)

. (2.22)

A partir dessas equações pode-se calcular as propriedades do escoamento em qual-

quer ponto do bocal covergente-divergente, considerando-se gás ideal e escoamento

isentrópico. As equações para o escoamento isentrópico em um bocal convergente-
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divergente podem ser aplicadas para qualquer ponto desde a entrada até a sáıda, no

entanto, se houver um ponto no qual ocorre uma onda de choque, essas equações

apenas podem ser aplicadas antes desse ponto, considerando o mesmo estado de

referência da entrada. Se houver escoamento supersônico na secção divergente do

bocal, e a pressão imposta na sáıda for maior que a atingida durante o escoamento

supersônico, então em algum ponto deverá ocorrer o choque para elevar a pressão

ao valor definido da sáıda. O choque é caracterizado por uma descontinuidade do

escoamento, acompanhado de aumento de entropia. Esse variação leva a um novo

estado de referência para aplicação das equações descritas anteriormente.

Com a premissa de gás ideal, as propriedades do escoamento podem ser escritas

em função do número de Mach antes do choque, usando as equações:

p02

p01

=

[ γ+1
2
Ma21

1+ γ−1
2
Ma21

]γ/(γ−1)

[
2γ
γ+1

Ma2
1 −

γ−1
γ+1

]1/(γ−1)
. (2.23)

T2

T1

=

(
1 + γ−1

2
Ma2

1

) (
γMa2

1 −
γ−1

2

)(
γ+1

2

)2
Ma2

1

. (2.24)

p2

p1

=
2γ

γ + 1
Ma2

1 −
γ − 1

γ + 1
. (2.25)

ρ2

ρ1

=
v2

v1

=
γ+1

2
Ma2

1

1 + γ−1
2
Ma2

1

. (2.26)

Ma2
2 =

Ma2
1 + 2

γ−1

2γ
γ−1

Ma2
1 − 1

. (2.27)

A posição da onda de choque pode ser determinada de forma iterativa, de maneira

que a condição a após a onda de choque atenda a condição de contorno na sáıda do

bocal.

Tal processo é classificado como irreverśıvel devido à formação de onda de cho-

que na seção divergente do separador supersônico. Com isso, CASTIER [25] des-

creve a modelagem do equipamento com uma abordagem unicamente termodinâmica

através de balanços macroscópicos. Foram consideradas diferentes regiões do esco-

amento, nas quais a seção convergente e divergente são isentrópicas, exceto quando

há a formação da onda de choque. No entanto, a metodologia de resolução do pro-

blema descrito é simplificada e limitada à casos espećıficos, quando comparada à

metodologia de resolução via CFD. Na metodologia CFD não é necessário o uso de

diferentes equações para cada seção do equipamento, além de possuir uma solução

que abrange casos mais complexos.

YANG et al. [48] utiliza CFD para avaliar a diferença entre a abordagem de gás
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ideal e gás real, com diferentes equações de estado cúbicas, em um separador su-

persônico. Os resultados mostram que há uma notável diferença entre a abordagem

de gás ideal para gás real. Esse comportamento pode ser explicado pelo fato do

separador supersônico trabalhar em altas pressões, logo, o gás tende a desviar da

idealidade. Observam-se algumas oscilações em YANG et al. [48] não observadas em

CASTIER [25]. Segundo MERRIAM [49], algumas oscilações espúrias estão presen-

tes na solução numérica aplicada em CFD devido à destruição de entropia, violando

a segunda lei da termodinâmica.

Na descrição do processo f́ısico abordado neste trabalho, deve-se caracterizar o

tipo de escoamento a ser estudado, no que tange à quantidade de fases envolvi-

das. Nos casos de escoamentos com uma fase, os modelos são mais simples, pois

as equações de conservação da quantidade de movimento, conservação da massa e

conservação da energia são resolvidas apenas para uma das fases. Contudo, como a

maioria dos escoamentos na natureza são multifásicos, estes possuem um alto grau

de complexidade. Portanto, modelos matemáticos para as outras fases presentes

devem ser utilizados, acrescentando termos e equações constitutivas à modelagem.

2.3 Escoamento multifásico

A presença simultânea de várias fases diferentes em escoamentos externos ou internos

é encontrada no meio ambiente e em numerosos processos industriais. Denominados

escoamentos multifásicos, esses tipos de escoamento podem existir em diferentes

formas, dependendo da respectiva distribuição de fase. De acordo com ISHII [50],

escoamentos gás-liquido podem ser agrupados de acordo com a topologia da interface

entre as fases em três classes distintas: escoamentos separados, mistos ou dispersos.

Estes são detalhados abaixo [51]:

• Fases Separadas: Mais de um fluido imisćıvel em fases cont́ınuas e separadas

por uma interface.

• Fases Dispersas: Número finito de fases espalhadas pelo volume de fases

cont́ınuas, como gotas, part́ıculas ou bolhas.

• Fases Mistas: Presença de fases separadas e dispersas.

No presente trabalho, o escoamento envolve a expansão do vapor puro através de

um bocal convergente-divergente e a condensação não começa assim que a linha de

saturação é cruzada. Sem superf́ıcies sólidas presentes escoamento para promover a

condensação (promotores de nucleação), uma barreira de energia livre para formar

um grande número de gotas deve ser superada e o vapor torna-se supersaturado

(ou super-resfriado). O estado metaestável é subsequentemente revertido para um
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estado de equiĺıbrio através da formação e crescimento de gotas. Este processo

caracteriza um escoamento multifásico disperso de gotas (fase dispersa) em um gás

carreador (fase cont́ınua).

Para determinar um modelo matemático apropriado, fatores como o processo

f́ısico e o regime de escoamento devem ser definidos com antecedência. Além disso,

modelos complexos de dif́ıcil aferição, como os relacionados à turbulência, reação

qúımica ou transferência de massa, torna o problema ainda mais de complexo. Por

esta razão, gerar modelos realistas e mais simples é o fator chave para simulações

de escoamento multifásico [51].

Dentre as principais abordagens, duas destacam-se na literatura [52] e ambas

calculam o campos da fase cont́ınua usando a abordagem Euleriana, enquanto que

o escoamento da fase dispersa pode ser calculado de modo Lagrangeano (entida-

des discretas), ou pela abordagem Euleriana-Euleriana, em que a fase dispersa é

considerada cont́ınua, em que todas as fases são meios interpenetrantes.

Por muito tempo, a prática comum era empregar o método Euleriano-

Lagrangeano (E-L) para preservar a distribuição do tamanho de gotas [53–55]. Neste

método, o referencial Euleriano é usado para resolver numericamente as equações

de movimento relacionadas ao vapor, e a estrutura Lagrangeana, para rastrear a

geração e o crescimento das gotas, armazenando as distribuições de tamanho das

part́ıculas de forma discreta. Entretanto, essa abordagem não é recomendada com

o aumento do número de part́ıculas, pois, a integração dos dois referenciais é dif́ıcil

de alcançar [56]. Além disso, quando a abordagem supracitada é comparada com o

método totalmente Euleriano, o último possui várias vantagens que foram descritas

detalhadamente por YOUNG [53] em relação ao Lagrangeano. Logo, o desenvol-

vimento começou a se concentrar nos cálculos pela abordagem Euleriana-Euleriana

(E-E), que será detalhada na próxima seção.

2.3.1 Abordagem Euleriana-Euleriana

A abordagem Euleriana-Euleriana modela o escoamento de todas as fases através

da abordagem euleriana baseada na suposição interpenetrante do cont́ınuo. Essa

abordagem, é baseada na promediação das equações de conservação usando médias

volumétricas temporal ou amostral, para descrever os perfis dinâmicos de ambas as

fases em uma escala de tamanho superior à molecular. Se modelado corretamente,

esta abordagem pode ser aplicada a escoamentos multifásicos com elevadas frações

volumétricas da fase dispersa [57].

O modelo mais geral conhecido da abordagem E-E é denominado modelo multi-

fluido. Ele trata cada fase como um fluido separado, e consiste em escrever equações

de balanço para a massa, momento e energia de cada fase, juntamente com a troca
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de termos entre as fases [37].

Com isso, as part́ıculas da fase dispersa não são contaminantes passivos e a

sua presença pode influenciar o escoamento da fase cont́ınua. Quando o tamanho

de part́ıcula da fase dispersa é muito pequeno ou a carga de massa das part́ıculas é

pequena, a influência das part́ıculas no campo da fase cont́ınua pode ser desprezada.

Isso é chamado de acoplamento de uma via. Quando a fração volumétrica da fase

dispersa é aumentada, sua presença pode afetar significativamente a fase cont́ınua.

Isso é denominado de acoplamento de duas vias. Se a densidade do número de

part́ıculas for grande o suficiente para permitir interações diretas part́ıcula-part́ıcula,

um acoplamento de quatro vias pode ser necessário: fase cont́ınua-dispersa; fase

dispersa-cont́ınua; fase dispersa-dispersa (ida e volta).

2.3.1.1 Modelo multi-fluido

No modelo de dois fluidos, cada uma das fases é considerada como tendo uma fração

de volume determinada separadamente (cuja soma é a unidade), que pode ser defi-

nida como a probabilidade de dada fase estar presente em certo instante de tempo

em um ponto no espaço (média amostral). Além disso, cada fase também possui

um campo de velocidade espećıfico. Com isso, equações de conservação para o esco-

amento de cada espécie podem então ser escritas diretamente. Entretanto, devido

à perda de informação ao considerar a promedição, termos adicionais aparecem nas

equações de conservação de cada fase para representar os fenômenos que ocorrem

em escalas menores que a escala da média necessitando de uma modelagem própria

[58, 59].

As leis de conservação exatas incluem conservação de energia, conservação do

momento linear, conservação do momento angular. Existem também muitas leis de

conservação aproximadas, que se aplicam a quantidades como massa, por exemplo.

Uma lei de conservação local é geralmente expressa matematicamente como uma

equação de continuidade, uma equação diferencial parcial que dá uma relação entre a

magnitude da quantidade e o transporte dessa quantidade. As equações instantâneas

locais que descrevem ambas as fases podem então ser calculadas em média no volume,

considerando a densidade aparente de cada uma das fases. Maiores detalhes sobre a

teoria de formulação e modelagem multi-fluido e seus respectivos termos podem ser

encontrados em diversos trabalhos [51, 58–61].

No contexto da condensação em escoamento supersônico, o modelo supracitado

é muitas vezes simplificado para o modelo de mistura ou para o modelo de termos

fonte [62], que serão detalhados a seguir. As equações que descrevem a fase ĺıquida

são simplificadas através de alguma hipóteses espećıficas para escoamentos com con-

densação. A primeira assume que somente a condensação homogênea ocorre, isso

implica que o fenômeno a nucleação do processo é homogêneo, ou seja, sem part́ıculas
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externas. A segunda considera que as pressões das fases são próximas, com isso

p ' pg ' pl. No caso da terceira hipótese, as gotas são consideradas tão pequenas,

que se deslocam com a velocidade do vapor, logo, só uma equação de momentum ne-

cessita ser resolvida. Finalmente, a fração volumétrica não assume valores elevados,

por isso o volume ocupado pelo ĺıquido pode ser negligenciado. Essas hipóteses são,

para maioria dos casos, uma excelente aproximação para escoamentos com nucleação

homogênea [30]

2.3.1.2 Modelo Mistura

O modelo de mistura é um dos mais encontrados e utilizados, segundo STARZ-

MANN et al. [63]. Nele, ao aplicar as hipóteses supracitadas, obtém-se um sis-

tema de equações para a densidade, momentum e energia da mistura, m, com

mais duas equações de transporte adicionais, uma para a fração mássica de ĺıquido

(Equação 2.31) e outra para o número de gotas por unidade de massa(Equação 2.32).

Essas equações estão representadas abaixo, assumindo as hipóteses feitas nas

equações de Euler:

∂ρm
∂t

+∇ · (ρmv) = 0, (2.28)

∂ρmv

∂t
+∇ · (ρmvv + pI) = 0, (2.29)

∂ρmEm
∂t

+∇ · (ρmvHm) = 0, (2.30)

∂ρmy

∂t
+∇ · (ρmvy) = ml, (2.31)

∂ρmN

∂t
+∇ · (ρmvN) = J. (2.32)

Onde N é o número de gotas por unidade de massa, y é a fração mássica de

ĺıquido, ml é a taxa mássica de ĺıquido por unidade de volume, J é a taxa de

nucleação baseada em massa., Em é a energia interna total da mistura e Hm é a

entalpia total da mistura. O termos acima serão explicitados na seção de modelagem

da fase dispersa. Nessa abordagem, o sistema de equações anterior é formulado em

função das quantidades encontradas na mistura e o acoplamento das fases é baseado

somente nas definições dessa mistura apresentadas abaixo:

1

ρm
=

1− y
ρg

+
y

ρl
, (2.33)
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e = (1− y)eg + Y el. (2.34)

Com e como energia interna espećıfica e a pressão da mistura pode ser iterada

de Equação 2.35

e− (1− y)eg(ρg, p) + yel(Ts(p), p) = 0 (2.35)

Face ao exposto, apesar da simplicidade desse modelo, é necessário cautela

ao usá-lo, pois, a dependência adicional de propriedades termodinâmicas, como

a pressão na fração mássica de ĺıquido influenciam na implementação na imple-

mentação vai influenciar no cálculo dos fluxos numéricos, na reconstrução e na de-

rivação do jacobiano do fluxos advectivos. Além disso, adiciona-se um processo

iterativo no cálculo [37].

2.3.1.3 Modelo de Termo-fonte

O outro modelo, também muito utilizado em diversos trabalhos [28, 64], é o modelo

de termo-fonte. Nele as fases são acopladas diretamente por termos-fonte apropria-

dos. São eles, fluxo de massa proveniente da condensação e as perdas associadas no

momento e energia, onde a liberação de calor latente é contabilizada, são subtráıdos

das equações de transporte que caracterizam a fase gasosa. Assim, o sistema de

equações é formulado em termos de propriedades de gás, g, e a pressão pode ser

calculada diretamente a partir da equação de estado p = p(ρg, eg). Com isso, o

sistema de equações assume a seguinte forma:

∂ρg
∂t

+∇ · (ρgv) = −ml (2.36)

∂ρgv

∂t
+∇ · (ρgvv + pI) = −mlv (2.37)

∂ρgEg
∂t

+∇ · (ρgvHm) = −ml(Hg −Hlv) (2.38)

∂ρgy

∂t
+∇ · (ρgvy) = ml (2.39)

∂ρgN

∂t
+∇ · (ρgvN) = J (2.40)

No geral, o modelo de termo-fonte possui a grande vantagem da fração mássica

de ĺıquido não influenciar diretamente o cálculo das propriedades termodinâmicas

da fase gasosa e o cálculo do escoamento, logo, a reconstrução dos fluxos numéricos

só devem ser estendidos para dois escalares.
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Finalmente, ambos os modelos supracitados assumem que a distribuição de go-

tas pode ser adequadamente representada por uma mono-dispersão equivalente de

tamanho médio seguindo a Equação 2.41:

r̄ =

(
3y

4πρlN

) 1
3

(2.41)

Observa-se que nenhum dos modelos acima considera a polidispersão das gotas.

O uso de uma modelagem que considere os efeitos da polidispersão de gotas pode ser

justificado, não só devido ao crescente interesse em determinar a influência de bolhas

de gás, gotas ĺıquidas e part́ıculas sólidas nos escoamentos, mas também, devido à

necessidade de modelar o balanço da população de part́ıculas (a micro-f́ısica que

ocorre na meso-escala).

Como resultado, muita atenção foi concentrada na descrição da evolução espa-

cial e temporal através da formação e destruição de aglomerados provenientes de

interações entre as part́ıculas discretas e redemoinhos em escoamentos turbulen-

tos. A questão geral, especialmente usando a formulação macroscópica baseada nas

propriedades médias das equações de transporte, é a determinação dos termos de

transferência interfacial para fornecer o fechamento apropriado para as equações.

Uma dessas abordagens é a equação de balanço populacional, especialmente para

determinar a distribuição de tamanho local dos elementos discretos no espaço e no

tempo[65]. A aplicação dessa abordagem em escoamentos com vapor úmido tem

recebido cada vez mais atenção [66–68].

Alguns autores como BLONDEL et al. [69] e AFZALIFAR et al. [31] a usam

para caracterizar a fase dispersa em escoamentos com condensação homogênea em

escoamentos supersônicos. No caso de BLONDEL et al. [69] o método que consi-

dera a polidispersão é capaz de capturar adequadamente o choque de condensação,

distribuição de gotas e até mesmo a frequência de um fenômeno instável, como a

oscilação de uma onda de choque na presença de condensação. AFZALIFAR et al.

[31] obteve resultados semelhantes comparando as duas modelagens, já que, o mo-

delo monodisperso não prevê com precisão a localização e as propriedades corretas

do ponto de Wilson. O ponto de Wilson pode ser definido como a localização da

pressão mais baixa, maior taxa de nucleação (ou maior supersaturação).

Por conseguinte, a modelagem através da equação de balanço populacional foi

escolhida para caracterização da fase dispersa no presente trabalho. Diante disso, a

próxima seção é dedicada à formulação da mesma.

2.3.1.4 Balanço populacional

O balanço populacional é especificamente utilizado para considerar um balanço na

população das part́ıculas, além dos balanços de momentum, massa e energia. O aco-
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plamento do modelo de fluidodinâmica computacional para escoamentos multifásicos

com modelos apropriados de balanço populacional é cada vez mais empregado para

prever a evolução da distribuição de tamanho de part́ıculas e, consequentemente,

para melhorar os processos de cristalização, precipitação, condensação e polime-

rização de materiais, para uma ampla variedade de aplicações. Em essência, o ba-

lanço populacional de qualquer sistema é um registro do número de bolhas, gotas e

part́ıculas sólidas, cuja presença afeta o comportamento geral do sistema multifásico

em consideração. O registro desses elementos discretos depende dinamicamente dos

processos de nascimento, morte e crescimento, que criam novos elementos discretos

e eliminam as part́ıculas existentes dentro de um espaço definido. Como escoamen-

tos multifásicos, geralmente contêm milhões ou bilhões de part́ıculas discretas que

estão variando simultaneamente no espaço e ao longo do tempo, a viabilidade da

simulação numérica direta na resolução de tais escoamentos ainda está muito além

da capacidade dos recursos computacionais existentes. O balanço populacional, que

registra o número de part́ıculas discretas como uma função média através da equação

de balanço populacional (EBP), tem se mostrado extremamente promissor no tra-

tamento da complexidade do escoamento, devido à seus requisitos computacionais

comparativamente mais baixos [65].

Nesse contexto, a população de part́ıculas pode ser tratada não apenas como

sendo distribúıda no espaço f́ısico, mas também em um espaço de propriedades das

part́ıculas. Então, as variáveis dependentes desse sistema podem existir em duas

coordenadas diferentes: coordenadas internas e externas [70]. O espaço contendo as

coordenadas interna e externa é referido como o espaço de fase da part́ıcula. Nesse

contexto, as coordenadas externas são referentes ao movimento através do espaço

f́ısico, e as coordenadas internas, através do espaço de propriedades da part́ıcula.

Em outras palavras, as coordenadas externas referem-se à localização espacial de

cada part́ıcula no espaço f́ısico, enquanto as coordenadas internas estão relacionadas

principalmente com as propriedades internas das part́ıculas, como tamanho, área de

superf́ıcie, volume, composição e assim sucessivamente. Neste espaço, a quantidade

de interesse básico, que é útil para a caracterização de bolhas distintas, part́ıculas

sólidas ou gotas, é a função de densidade numérica (FDN). O balanço populacional

pode, portanto, ser considerado como o transporte para esta densidade e o balanço

numérico para part́ıculas de um estado particular. A evolução da FDN dentro do

sistema deve considerar as várias maneiras pelas quais as part́ıculas de um estado

espećıfico podem ser criadas, eliminadas ou modificadas no sistema.

Segundo RAMKRISHNA [70], é conveniente definir a função de densidade

numérica como f1(x, r, t), que é denotada como o número de part́ıculas por uni-

dade de volume da fase das part́ıculas no tempo t, nas coordenadas internas

r ≡ (r1, r2, ...rn), onde n representa o número de variáveis diferentes associadas
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à part́ıcula, e nas coordenadas externas x ≡ (x1, x2, x3) que podem ser empregadas

para indicar o vetor de posição da part́ıcula. Esta função f1(x, r, t) é considerada

suave para que possa ser diferenciada em relação a qualquer um dos seus argumentos

tantas vezes quantas forem necessárias. O vetor de estado de part́ıculas é responsável

pelas coordenadas internas e externas; o domı́nio da coordenada interna é tomado

como Vr, e o domı́nio das coordenadas externas é Vx.

Para facilitar a derivação da equação do balanço populacional, é conveniente

designar um de espaço cont́ınuo de part́ıculas que permeia o espaço de coordenadas

internas e externas. Em retrospetiva, este cont́ınuo pode deformar-se no espaço

e no tempo de acordo com o campo vx(x, r, t) e vr(x, r, t) relativo à coordenadas

fixas. Com base nesta suposição de continuidade, cada fase de part́ıcula deve ser

considerada como um fluido cont́ınuo.

Equação de Balanço Populacional: A equação de balanço populacional

com coordenadas internas cont́ınuas pode ser representada em sua forma diferencial

explicitada abaixo [70]:

∂(f1(x, r, t))

∂t
+∇x·Ẋ(x, r, t)f1(x, r, t)+∇r·Ṙ(x, r, t)f1(x, r, t) = Sf1(x, r, t), (2.42)

onde Ẋ(x, r, t) é o vetor velocidade da coordenada externa e Ṙ(x, r, t) da co-

ordenada interna. O termo no lado esquerdo da equação, ∂f1(x,r,t)
∂t

, representa a

mudança local na função de densidade numérica de part́ıculas com o tempo. A

forma do divergente ∇x representa o divergente (para coordenadas internas fixas)

em qualquer sistema de coordenadas externas, enquanto que, o divergente ∇r, é

aplicado mantendo o vetor de coordenadas externas constante. Finalmente, o termo

Sf1(x, r, t) é composto pelos termos de surgimento de part́ıculas(nucleação), quebra

e coalescência. Em seguida, considerando um sistema aberto com domı́nio Vx, com

um fronteira Sx que admite Sx,e como área de entrada de uma mistura part́ıcula-

fluido no sistema e Sx,s como área de sáıda do sistema. Logo, a Equação 2.42 é

integrada no domı́nio de coordenadas externas e o teorema da divergência também

é utilizado, originando a forma [70]:

∂(
∫
Vx
f1dVx)

∂t
+∇r·

∫
Vx

Ṙf1dVx+

∫
Sx,e

Ẋf1dSx,e+

∫
Sx,s

Ẋf1dSx,s =

∫
Vx

Sf1dVx (2.43)

As simplificações subsequentes são aplicadas por autores que trabalham com mo-

delagem da condensação dentre de bocais supersônicos [30, 31, 69]. A primeira con-

siste em considerar a população de part́ıculas uniformemente distribúıda no espaço

Vx, desse modo, a função de densidade numérica não depende das coordenadas ex-
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ternas e a Equação 2.43 assume a forma:

∂(f1Vx)

∂t
+ ∇r · 〈Ṙ〉f1Vx + f1,e

∫
Sx,e

ẊdSx,e + f1,s

∫
Sx,s

ẊdSx,s = 〈Sf1〉Vx, (2.44)

com as médias especiais definidas como:

〈Ṙ〉 =
1

Vx

∫
Vx

ṘdVx

e

〈Sf1〉 =
1

Vx

∫
Vx

Sf1dVx

.

Geralmente as funções Ṙ e Sf1 herdam a uniformidade espacial de f1, logo 〈Ṙ〉 =

Ṙ e 〈Sf1〉 = Sf1 . Quando assume-se que não existe movimento relativo entre a fase

cont́ınua e as part́ıculas, as integrais de superf́ıcie no domı́nio da entrada e sáıda do

sistema são as vazões volumétricas do conjunto part́ıculas-fluido na entrada e sáıda

respectivamente. Em outra consideração, assume-se uma densidade de part́ıculas

uniforme devido à agitação vigorosa em um escoamento supersônico, nas seguintes

regiões [70]:

• no interior do domı́nio Vx, excluindo a pequena região(volume negligenciável)

próxima à superf́ıcie de entrada (Sx,e), onde a função de densidade numérica

assume o valor de f1,e.

• na área de sáıda Sx,s

A primeira hipótese justifica o uso da teorema da divergência aplicado na

Equação 2.42. Já a segunda hipótese implica em f1 = f1,s, com f1,s sendo a função

de densidade numérica na sáıda.

No presente trabalho, a forma unidimensional para coordenada interna da

Equação 2.42, foi utilizada. Escolheu-se o raio da part́ıcula, r, como coordenada

interna, para caracterizar a fase dispersa. Ambas as escolhas foram baseadas na

literatura vigente, uma vez que é a forma mais utilizada para representar a polidis-

persão em escoamentos supersônicos com condensação [30, 31, 69]

A equação de balanço populacional, para escoamentos compresśıveis, após todas

as simplificações supracitadas, assume a forma diferencial abaixo:

∂(ρf(r))

∂t
+ ∇ · (ρf(r)v) +

∂

∂r
(ρf(r)g(r)) = ρJ (2.45)

onde g(r) é a velocidade da coordenada interna (antes representada por Ṙ = ∂r
∂t

),

que pode ser caracterizada como a taxa de crescimento, J é a taxa de surgimento
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de part́ıculas (termo-fonte antes representado por Sf1) caracterizada pela fenômeno

da nucleação e f(r) é distribuição de tamanho de part́ıcula (f1) sendo transportada,

ρ a densidade, v o vetor velocidade das coordenadas externas,∇·, o divergente das

coordenadas externas ( ∂
∂x
, ∂
∂y
, ∂
∂z

) e ∂
∂r

como divergente das coordenadas internas

(∇r·).

2.3.2 Fenômeno da condensação

Nesta seção, são introduzidos os aspectos termodinâmicos inerentes ao processo de

condensação em um bocal supersônico. Em seguida, uma discussão detalhada sobre

as teoria de nucleação e a teoria do crescimento de gotas, que são parte integrante

do processo de condensação, está apresentada.

2.3.2.1 Aspectos termodinâmicos da condensação

A condensação do vapor é iniciada em prinćıpio assim que o estado termodinâmico

do fluido cruza a linha de saturação no diagrama de entalpia-entropia (Mollier).

Entretanto, este não é o caso em aplicações práticas, por exemplo, condensação

homogênea em escoamentos supersônicos. Quando o fluido se expande através de

um bocal supersônico, devido ao resfriamento rápido, a fase de vapor se afasta

das distribuições de fase do equiĺıbrio. Com isso, a fase de vapor não condensará

imediatamente, atingindo um alto grau de supersaturação, considerado um estado

de equiĺıbrio metaestável [22].

Assim, o processo de condensação ocorre sob condições de não-equiĺıbrio e sua

reversão ao estado de equiĺıbrio acontece através da formação e crescimento de gotas.

O intervalo de tempo do estado metaestável dependerá do grau de supersaturação

que o fluido alcançou. Durante este peŕıodo, o vapor irá expandir-se como vapor

supersaturado seco. Logo, para que ocorra a nucleação homogênea, o fluido pre-

cisa atingir um alto grau de supersaturação (por exemplo, para vapor de água é

necessário um super-resfriamento em torno de 30 - 40 ◦C). Nenhuma perturbação

no escoamento é observada durante o processo de nucleação. Os aglomerados meta-

estáveis formados com a nucleação, quando excedem algum tamanho cŕıtico, iniciam

o processo de crescimento.

Durante o processo de crescimento de gotas, uma quantidade significativa de

calor latente é liberada no escoamento. Esta liberação de calor resulta em efeitos

compressivos que levam ao aparecimento de um choque, interrompendo o processo

de nucleação e, finalmente, levando à formação de uma fase ĺıquida estável. O cres-

cimento dessas gotas ocorre de forma determińıstica, como resultado do fluxo cons-

tante de moléculas de vapor em condição supersaturada na direção do aglomerado

de moléculas. Esse fenômeno causará uma diminuição na pressão de vapor e uma

23



diminuição correspondente da supersaturação. A liberação do calor latente causa o

aumento da temperatura da gota e do vapor [15] e, portanto, tem um impacto no

padrão de escoamento.

2.3.2.2 Taxa de nucleação

A nucleação pode ocorrer de duas formas diferentes, denominadas homogênea e he-

terogênea, e diferenciadas pela maneira como são iniciadas. A nucleação homogênea

produz seus próprios aglomerados estáveis (núcleos) de gotas ĺıquidas, ultrapas-

sando a barreira energética mı́nima (energia livre de Gibbs), no vapor supersatu-

rado. No caso da nucleação heterogênea, requer part́ıculas externas, que atuam

como núcleos de condensação, para ativar o processo[3]. É importante notar que a

barreira energética mı́nima associada à nucleação heterogênea é muito menor que

a da nucleação homogênea [15]. Como consequência, a nucleação heterogênea é

geralmente encontrada na natureza ao nosso redor, como na formação de nuvens

atmosféricas.

Historicamente, as teorias de nucleação homogênea se desenvolveram em duas

linhas. A abordagem termodinâmica-cinética clássica, que está associada à nomes

como RICHARD e WERNER [71], ZELDOVICH [72] e outros. A segunda linha de

abordagem é baseada na mecânica estat́ıstica e originada da necessidade de erradicar

as incertezas carreadas pela teoria clássica. A última está ligada aos nomes como os

de DUNNING [73], FORD [74].

Estudos experimentais de nucleação e crescimento de gotas são realizados prin-

cipalmente em bocais convergentes-divergentes. Originalmente, os únicos dados dis-

pońıveis eram medições da distribuição de pressão da linha central [75, 76] e esses

eram usados para deduzir o limite de supersaturação em escoamentos de alta ve-

locidade com nucleação. Nas décadas de 1960 e 1970 foram desenvolvidas técnicas

ópticas para medir o tamanho das gotas STEIN [77]. Um novo desenvolvimento pro-

posto por WYSLOUZIL et al. [78] é o uso de espalhamento de nêutrons de pequeno

ângulo, para medir o tamanho e a estrutura das gotas em nanoescala. A técnica

ainda é prematura, mas mantém a promessa de fornecer informações mais precisas

sobre os aglomerados de moléculas formadas pela nucleação, que podem ser usadas

para validar suas teorias.

O primeiro aspecto a ser avaliado no detalhamento da nucleação é o termo-

dinâmico. O trabalho reverśıvel necessário para formar uma única gota esférica de

raio r proveniente de um vapor supersaturado, mantido a uma pressão constante p e

temperatura Tg, é igual a variação na energia livre de Gibbs (∆G) durante esse pro-

cesso de formação. Se o vapor se comporta como um gás ideal, a expressão clássica

24



para ∆G em função de r é:

∆G = 4πr2σ − 4

3
πr3ρlRgTg lnS, (2.46)

onde σ é a tensão superficial do ĺıquido, ρl é a densidade do ĺıquido e Rg é a

constante espećıfica do gás. A variável S = p
ps(Tg)

, denominada supersaturação, é a

relação entre a pressão de vapor saturado,ps, em Tg(ps(Tg)) com a pressão do vapor.

A mudança na energia livre acontece em cinco passos descritos a seguir:

1. Na formação das primeiras n moléculas provenientes do vapor superaquecido

não gera mudança na energia livre durante esse processo:

∆G1 = 0

.

2. Na segunda etapa ocorre uma expansão isotérmica da pressão p para pressão

de saturação ps(Tg):

∆G2 =
4πr3

3
ρl

∫ ps

p

1dp

ρg
= −4πr3

3
ρlRgTg

(
p

ps(Tg)

)
.

3. O terceiro passo é a condensação de n moléculas de vapor à pressão de sa-

turação com temperatura do gás constante (Tg) em uma fase ĺıquida, e a

criação de uma superf́ıcie plana. Levando em conta que as duas fases estão em

equiĺıbrio, com isso, seus potenciais qúımicos são iguais, e consequentemente,

a energia livre permanece inalterada:

∆G3 = 0

.

4. A formação de gotas com raio r e uma superf́ıcie de área, 4πr2, a mudança na

energia livre da gota aumenta para:

∆G4 = 4πr2σ

.

5. As gotas formadas são isotermicamente comprimidas da pressão de sa-

turação,ps, para a pressão do vapor p.O volume e o raio da gota não mudarão,

assumindo que o fluido é incompresśıvel. Logo, a mudança na energia livre é :
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∆G5 =
4πr3

3
(p− ps)

.

Essa última contribuição para energia livre é negligenciada por possuir uma

magnitude insignificante quando comprada com as outras [79].

Somando todas as energias supracitadas tem-se a Equação 2.46.

Para um vapor supersaturado ou super-resfriado, S > 1, e o segundo termo do

lado direito da equação 2.46 é negativo. O primeiro termo é sempre positivo, sendo

dominante até mesmo para pequenos valores do raio, como mostrado pelas curvas

de ∆G versus r na Figura 2.4.

Figura 2.4: Diagrama esquemático mostrando variação de ∆G com r . Adaptado
de BAKHTAR et al. [79]

Observa-se que, para um dado valor de S, ∆G aumenta com o raio até um

máximo valor determinado por ∆G∗, o raio cŕıtico r∗. Uma gota com r > r∗

pode reduzir a energia livre do sistema capturando moléculas e, consequentemente,

crescendo. O oposto é verdadeiro para uma gota com r < r∗. Finalmente, a gota

que possui raio cŕıtico está, portanto, em equiĺıbrio instável com a fase vapor, e

nessas condições, obtêm-se as expressões para r∗ e ∆G∗ através da diferenciação da

Equação 2.46 em relação a r e igualando a zero. Se a tensão superficial e a densidade

do ĺıquido dependem apenas da temperatura e não de r, e considerando que o vapor

se comporta como um gás perfeito, verifica-se que:

r∗ =
2σ

ρlRgTg lnS
, (2.47)

sendo assim:

∆G∗ =
4πr2

∗σ

3
=

16πσ3

3(ρlRgTg lnS)2
. (2.48)
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Outra observação importante é a relação entre a supersaturação e o raio cŕıtico

que é ilustrada na Figura 2.5. Nela, observa-se, de forma qualitativa, vários graus

de supersaturação representados em um gráfico da energia livre de Gibbs pelo raio

de gota. Pode-se observar que conforme o grau de supersaturação aumenta, o valor

do raio cŕıtico reduz, e consequentemente, a energia livre de Gibbs para alcançá-lo

também.

Figura 2.5: ∆G vs. r para diferentes supersaturações. Adaptado de FAKHARI [80]

O segundo aspecto a ser avaliado na formulação da teoria clássica da nucleação

é o cinético. Nele, a mesma energia livre ∆G pode ser explicitada em termos de g

ao invés de r. Para isso, considera-se uma gota de raio r que contém g moléculas

é chamada de g-mero. Se mg é a massa de uma molécula, a massa de uma gota

esférica é 4πr3ρl
3

= gmg, e sua área superficial é 4πr2 = a0g
2
3 , onde a3

0 = 36π(mg
ρl

)2.

Substituindo as transformações na Equação 2.46, tem-se:

∆G

kbTg
=

a0σ

kbTg
g

2
3 − g lnS, (2.49)

onde kb = mgRg é a constante de Boltzmann. Geralmente, na bordagem cinética,

é mais fácil trabalhar com a Equação 2.49 do que com a Equação 2.46, pois, a

primeira usa variáveis definidas pela teoria cinética, como g e kb, por exemplo.

Conforme a explicação do aspecto termodinâmico, a formulação da teoria inicia-

se em um vapor superaquecido, S < 1 e ambos os termos no lado direito da

Equação 2.46 são positivos, por isso, a formação de aglomerados com raio cŕıtico

(escala macroscópica) é inviável energeticamente. Entretanto, pequenos aglomera-
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dos de moléculas estão sendo continuamente formados e destrúıdos pelos processos

de colisão molecular. As identidades dos aglomerados individuais mudam o tempo

todo, mas a distribuição de tamanho permanece estável. Com isso, essa distribuição

de tamanhos, no estado estacionário, segue a lei de Boltzmann: [81] :

ng ∼= n1 exp

(
−∆G

kbTg

)
, (2.50)

onde ng e n1 são os números por unidade de volume de g-meros e monômeros(g =

1), respectivamente. Assim, para que as concentrações do aglomerado permaneçam

estáveis, o prinćıpio do equiĺıbrio deve ser respeitado. Para isso, assume-se que a

condensação e a evaporação ocorrem pela aquisição ou perda de moléculas individu-

ais. Uma expressão para os aglomerados em um estado de equiĺıbrio (Equação 2.51)

também pode ser obtida a partir de considerações cinéticas.

Cgng = E(g+1)n(g+1) (2.51)

Para a equação supracitada, Cg é a taxa na qual um g-mero adquire uma molécula

(taxa de condensação) e E(g+1) é a taxa na qual um (g+1)-meros perde uma molécula

(taxa de evaporação).

As expressões para Cg e E(g+1) são dadas abaixo:

Cg = qca0g
2
3

p√
2πmgkbTg

, (2.52)

Eg = qea0g
2
3

ps(Tl)√
2πmgkbTl

exp

(
2σ

ρlRTlr

)
, (2.53)

com qc e qe como coeficiente de condensação e coeficiente de evaporação respec-

tivamente. Mais detalhes na formulação desses termos podem ser encontrados em

BAKHTAR et al. [79].

No caso de um vapor supersaturado, os processos de formação e destruição de

aglomerados ocorrem de maneira semelhante, porém, caso os aglomerados excedam

o tamanho cŕıtico, eles encontram um gradiente favorável de crescimento. O estado

estacionário descrito pelas equações anteriores não é mais aplicável, porque as taxas

nas quais os aglomerados crescem e diminuem não estão mais equilibradas. Para

explicitar a diferença, o śımbolo fg é usado para a concentração de g-meros nessas

condições. A taxa ĺıquida por unidade de volume na qual os g-meros crescem para

(g+1)-meros é denominada corrente de nucleação, Jg, e pode ser expressa como:

Jg = Cgfg − E(g+1)f(g+1) (2.54)

A taxa de variação temporal da concentração de g-meros, ou seja, o quanto que
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a concentração de g-meros varia no tempo, é dada por:

∂fg
∂t

= −[(Cgfg −Eg+1fg+1)− (Cg−1fg−1−Egfg)] =
−(Jg − Jg−1)

∆g
∼= −

∂Jg
∂g

, (2.55)

com ∆g = g− (g− 1) = 1. As transformações de perda e ganho de moléculas no

aglomerado e a representação das correntes de nucleação são ilustrados na Figura 2.6

Figura 2.6: Esquema do processo dinâmico da nucleação. Adaptado de HAN et al.
[82]

A solução da equação Equação 2.55 sob condições isotérmicas pode prosseguir

por dois caminhos distintos. O ponto de partida mais óbvio é substituir direta-

mente as equações de Eg e Cg. Este método é descrito por FORD [74] e possui a

vantagem da transparência, mas a desvantagem da complexidade. A teoria clássica

original empregou uma abordagem que leva ao mesmo resultado. Em vez de usar

a substituição direta, a Equação 2.51 é usada para eliminar Eg+1 da Equação 2.54

originando:

Jg
Cgfg

=
fg
ng
− fg+1

ng+1

∼= −
∂

(
fg
ng

)
∂g

, (2.56)

A expressão final é uma aproximação diferencial para a forma discreta. Na

Equação 2.56, ng é definido pela Equação 2.50, mas com ∆G avaliado em condições

supersaturadas. É importante observar que ng não representa uma distribuição

real e que a substituição da Equação 2.51 é simplesmente um truque matemático

conveniente. Eliminando Jg das equações Equação 2.55 e Equação 2.56, a taxa de

variação da concentração de g-meros é aproximada na forma diferencial por:

∂fg
∂t

= −∂Jg
∂g

=

∂

Cgng ∂
(
fg
ng

)
∂g


∂g

(2.57)

Dito isso, a equação acima é a equação de transporte que descreve a nucleação

isotérmica (não considera a diferença de temperatura entre a gota a o vapor). A
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solução para essa equação é feita de duas formas, a solução transiente e a solução

estacionária. ABRAHAM [81] indica que a taxa de nucleação pode atingir o estado

permanente em menos de 1µs, com isso, o estado transiente pode ser ignorado.

Portanto, a solução permanente da Equação 2.57 é obtida integrando a Equação 2.56

em ambos os lados:

JCL

∫ ∞
g=1

dg

Cgng
=

∫ ∞
g=1

−d

(
fg
ng

)
, (2.58)

com JCL como a taxa de nucleação clássica por volume. Avaliando a integral do

lado direito da Equação 2.58, tem-se:

JCL =

[∫ ∞
g=1

dg

Cgng

]−1

. (2.59)

A integral da equação acima possui solução anaĺıtica da forma:

JCL =

[∫ ∞
g=1

1dg

Cgn1exp[
−4G
kbTg

]

]−1

(2.60)

Uma formulação mais detalhada pode ser encontrada em PANDEY e SINGH

[83]. Como o fenômeno da nucleação é responsável pelo surgimento de núcleos de

condensação no vapor supersaturado, por conseguinte, afeta diretamente a distri-

buição de part́ıculas no escoamento. Dito isso, estudar os diferentes modelos taxa

de nucleação é a chave para entender as propriedades do vapor úmido [79]. Os prin-

cipais modelos para taxa de nucleação e suas respectivas correções estão expostos a

seguir.

• Modelo Clássico

O modelo de nucleação clássica assume que as temperaturas de todas as gotas

são a mesma da fase gasosa e não considera o calor latente de condensação pro-

duzido pela transformação de fase. A taxa de nucleação clássica por unidade

de volume é a solução da Equação 2.60 adquirindo a seguinte forma [72]:

JCL = qc
ρ2
g

ρl

(
2σ

πm3
g

)1/2

exp

(
−16πσ3

3kbT 3
gR

2
gρ

2
l (lnS)2

)
(2.61)

Courtney [84] propôs a primeira correção para a teoria clássica da nucleação

apresentada na Equação 2.62. Ele observou que o efeito da pressão parcial

dos aglomerados, com mais de uma molécula, foi omitido da teoria clássica.

A correção de Courtney divide a expressão para a taxa de nucleação clássica

por S. A forma clássica para ∆G é inconsistente com a lei de ação em massa,

enquanto que, a revisada por Courtney é consistente.
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• Modelo com correção de Courtney:

JCN =
1

S
JCL (2.62)

A teoria clássica é baseada na hipótese isotérmica, isto é, a temperatura do

vapor e da goto são iguais. Entretanto, durante a condensação, o calor la-

tente das moléculas de vapor no aglomerado é liberado. Este calor deve ser

transferido para o vapor circundante, e é realizado por colisões cinéticas com

gás e não por condução térmica macroscópica. Isso acontece devido ao ta-

manho dos núcleos cŕıticos ser menor que o comprimento médio do caminho,

logo, o processo ocorre na região dinâmica do gás. Com isso, existe uma dife-

rença de temperatura entre o núcleo (embrião ĺıquido) e o vapor circundante,

que é dependente da quantidade de moléculas que condensam ou evaporam,

alterando o equiĺıbrio térmico e consequentemente a nucleação[85]. Assim,

KANTROWITZ [86] formulou uma correção simples para a teoria clássica,

expressa na Equação 2.63.

• Modelo com correção correção Não-isotérmica :

JNI =
JCL

1 + η
(2.63)

Onde:

η =
2(γ − 1)

γ + 1

Hlv

RgT

(
Hlv

RgT
− 1

2

)
(2.64)

• Modelo modificado internamente consistente

Girschik e Chu propuseram um método de modificação da Equação 2.49 inter-

namente consistente, pois quando g = 1, a energia livre durante a agregação

molecular é ∆G = a0σ e não ∆G = 0 [23]. Sendo assim a Equação 2.49

torna-se:

∆G

kbTg
=

a0σ

kbTg
g

2
3
−1 − (g − 1) lnS = θ(g

2
3 − 1)− (g − 1) lnS, (2.65)

com θ =
a0σ

kbTg
.

Originando a equação 2.66 abaixo:

JICCT =
1

S
JCLexp(θ) (2.66)

Após a modificação por este método, o modelo de nucleação possui um fator
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de modificação adicional de
eθ

S
, que juntamente com a correção de Lamanna

(ξ = 0.01) [22] originam o modelo de nucleação modificado é representado pela

expressão abaixo:

JICCT−ξ = ξJCL
exp(θ)

S
(2.67)

Foram escolhidos alguns modelos presentes na literatura para os parâmetros

f́ısicos e termodinâmicos envolvidos. O modelo usado para a densidade ĺıquida de

CO2 está expĺıcito abaixo [87] :

ρl =

RgTcZ
(1+(1−Tr)(

2
7))

RA

pc


−1

, (2.68)

com as seguintes definições para CO2 puro:

• Rg = 188.92 ; Constante dos gases espećıfica [J.kg−1.K−1]

• pc = 7.3825 ; Pressão Cŕıtica [MPa]

• ZRA = 0.2736 ; Fator de Compressibilidade [−]

• Tc = 304.20 ; Temperatura cŕıtica [K]

• Tr =
T

Tc
; Temperatura reduzida [−]

Para a água foi utilizado o modelo representado pela Equação 2.69 abaixo [88]

ρl = 0.08tanh(x) + 0.7415t0.33
r + 0.32 [g/cm3] , (2.69)

onde x =
(T − 225)

Tc
e tr =

(Tc − T )

Tc
.

No caso da tensão superficial de CO2 (Equação 2.70) e H2O (Equação 2.71) as

equações estão representadas a seguir [88, 89]:

σ = kbTc

(
NA

Vc

)2

3


(4.35 + 4.14ω)τ 1.26(1.0 + 0.19τ 0.5 − 0.25τ), (2.70)

com as seguintes definições:

• NA = 6.02× 1023 ; número de Avogadro [mol−1]

• Vc = 0.0919× 10−3 ; Volume molar cŕıtico [m3.mol−1]

• kb = 1.3807× 10−23 ; constante Boltzmann [J.K−1]
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• ω = 0.239 ; Fator Acêntrico [−]

• τ = 1− T

Tc
; Temperatura adimensional [−]

σ = 93.6635 + 0.009133T − 0.000275T 2 [mN/m] . (2.71)

Finalmente, os modelos de pressão de saturação e temperatura de saturação

foram calculados a partir das equações abaixo [90, 91] para CO2:

ln ps = A− B

Tg + C
(2.72)

e

Ts =
B

A− ln ps
− C, (2.73)

com suas respectivas constantes calculadas a partir das equações abaixo:

D =
(1 + ω)(1− Tbr) ln 10

ln
( pc

101325.0

) ,

C =
Tc(0.7D − 0.3Tbr)

(0.3−D)
,

B =

Tc

(
1 +

C

Tc

)(
Tbr +

C

Tc

)
ln
( pc

101325.0

)
1− Tbr

,

A = ln 101325.0 +

B

Tc

Tbr +
C

Tc

,

Tbr =
Tb
Tc
.

E para a água explicitado na Equação 2.74 [88]:

ps = exp(77.34491− 7235.42465

T
− 8.2 lnT + 0.0057113T ) [mN/m] (2.74)

2.3.2.3 Lei do crescimento de gota

Os pequenos aglomerados de ĺıquido, partindo do raio cŕıtico, podem crescer no

vapor superesfriado, à medida que mais moléculas de vapor condensam em sua

superf́ıcie. O fluxo de massa (moléculas de vapor) em direção à gota e fluxo de

energia (liberação de calor latente) para o vapor são comportamentos caracteŕısticos

do processo de crescimento de gotas [22] . Essa transferência de calor latente faz com
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que a temperatura do vapor suba instantaneamente. Assim, a taxa de crescimento

de uma gota é uma função da taxa de transferência de calor entre a gota e o vapor,

e depende fortemente da taxa de condução do calor que é perdido pelas gotas [80].

Esses mecanismos de transferência de calor e fluxo de massa dependem em grande

parte do número de Knudsen (Kn). O número de Knudsen é definido como a relação

entre o percurso livre médio das moléculas de vapor e o tamanho das got́ıculas

(diâmetro da gota), e pode ser expresso como:

Kn =
l

2r
, (2.75)

onde l é o caminho livre médio das moléculas de vapor dadas pela expressão:

l =
3µg
p

(
πRgTg

8

)0.5

, (2.76)

com µg sendo a viscosidade dinâmica do gás.

O número de Knudsen desempenha um papel principal no coeficiente de trans-

ferência de calor, devido à existência de uma ampla faixa de raios de gotas formados

durante o processo de condensação. Para um número muito pequeno de Knudsen

(Kn < 1), a hipótese do cont́ınuo é aplicável e o processo de transferência é go-

vernado pela difusão. Enquanto que, para um número de Knudsen alto (Kn > 1),

a teoria cinética dos gases é aplicável (efeitos de gás rarefeito) e o processo é go-

vernado pelo pela cinética proveniente do impacto das moléculas de vapor com as

gotas [22]. Apesar da vasta literatura sobre modelos de crescimento, com diferentes

ńıveis de complexidade, para aplicação em diversas faixas do número de Knudsen.

Entretanto, um modelo de crescimento universalmente aplicável não foi formulado.

Diferentes modelos de crescimento propostos por vários autores podem ser ampla-

mente classificados em efeitos de gases rarefeitos, para crescimentos transicionais

ou controlados por difusão. Com isso, o modelo de Langmuir é uma teoria interes-

sante que leva em conta tanto os efeitos do gás cont́ınuo, quanto os de rarefeito.

Como mostrado na Figura 2.7, a região ao redor da gota é dividida em duas zonas,

denominadas, região externa e a região interna.
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Figura 2.7: Modelo de Langmuir e a distribuição de temperatura ao redor da gota.
Adaptado de FAKHARI [80]

Na região externa, as equações da mecânica do cont́ınuo são aplicadas, enquanto

que na região interna, denominada camada de Knudsen, os processos de trans-

ferência são governados pela teoria cinética dos gases. Para o escoamento em bocal

convergente-divergente, o número de Knudsen varia em uma ampla faixa. Sendo

assim, o modelo de Langmuir consiste em uma boa aproximação nessas aplicações.

A Figura 2.7 mostra a camada de Knudsen em um raio (r+βlg), que separa o regime

cont́ınuo do regime molecular livre, onde β é uma constante da ordem unitária [80].

Para formular a taxa na qual as gotas crescem, é importante considerar o acopla-

mento entre massa e energia. Assim, um balanço de energia em torno de uma gota

esférica de raio r é feito:

m
dhr
dt

= −(hg − hl)Ṁ− Q̇. (2.77)

Na Equação 2.77, o termo no lado esquerdo é chamado de fluxo de calor senśıvel,

que geralmente é pequeno, devido ao tamanho reduzido das gotas, e, portanto, pode

ser negligenciado. O primeiro termo do lado direito da Equação 2.77 é o fluxo de

calor latente a ser removido da gota. O segundo termo é a taxa de transferência de

calor convectiva. Ṁ é a taxa de transferência em massa dada por:

dmr

dt
= −Ṁ, (2.78)

com mr sendo a massa de uma única gota esférica expressa como:

mr =
4

3
πr3ρl. (2.79)
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Substituindo Equação 2.78 e Equação 2.79 em Equação 2.77 obtemos:

(hg − hl)
dmp

dt
=

4

3
πr2Kr(Tl − Tg). (2.80)

O termo
dmp

dt
é a taxa de condensação em massa sobre a superf́ıcie da gota, e a

diferença (hg−hl) é o calor latente local por unidade de massa, como consequência,

(hg − hl)
dmp

dt
é a taxa de calor latente a ser removida da gota. Uma parte do calor

latente é perdida para o vapor, enquanto a parte restante é usada para elevar a

temperatura da gota. Na expressão acima, Tl representa a temperatura do ĺıquido

e é assumido como sendo igual à temperatura de saturação (Ts) à pressão de vapor

correspondente. Simplificando a Equação 2.80, e substituindo o valor de mp, o

crescimento de gotas pode ser expresso como:

dr

dt
=
Kr(Ts − Tg)
(hg − hl)ρl

. (2.81)

Para as pequenas gotas que são geradas devido à nucleação homogênea, o coefi-

ciente de transferência de calor Kr deve ser modificado para considerar os efeitos do

número de Knudsen (Kn). Um coeficiente de transferência de calor que inclui essa

dependência, apropriado para o vapor, foi desenvolvido por MOORE e SIEVER-

DING [56] e é expresso como:

Kr =
Nuλg

2r
(2.82)

Uma expressão para o crescimento de uma gota de raio r baseada na lei de

GYARMATHY [92] é:

dr

dt
= g(r) =

λg

(
1− r∗

r

)
(Ts − Tg)

ρlHlvr

(
1 + 2

(√
8π

1.5Prg

)(
γ

γ + 1
Kn

)) . (2.83)

As equações complementares são:

Kn =
1.5µg(RTg)

2rp
(2.84)

e

Prg =
µgcp
λg

. (2.85)

O comportamento do modelo de crescimento de gota escolhido, em relação ao

raio da gota, é comparado com dados experimentais de [93], e pode ser observado

na Figura 2.8
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Figura 2.8: Comparação entre o modelo de crescimento de gota com dados experi-
mentais PETERS e PAIKERT [93]

Apesar do modelo subestimar os valores experimentais para água, é amplamente

utilizado na literatura [28, 64]. Portanto,foi escolhido para o presente trabalho

exploratório, pois além de ser o mais simples quando comparado com modelo de

Young [94], também existe uma incerteza associada à medida experimental deste

termo.

Massa e calor de condensação:

Outra etapa importante para a modelagem da condensação consiste em explicitar

os termos de transferência de calor e massa da fase dispersa para a fase cont́ınua,

não só para investigar a necessidade de acoplamento, mas também, obter equações

constitutivas para os termos fonte da fase cont́ınua [28]. O termo de transferência

de massa possui a forma expressa na Equação 2.86:

ml =
4πr3

∗ρlJ

3
+ 4πr2ρgM0

dr

dt
. (2.86)

O termo de transferência de calor latente é proveniente do termo mássico e possui

a forma abaixo:

Ql = mlHlv. (2.87)

Em resumo, a Figura 2.9 mostra a expansão em um bocal convergente-divergente

t́ıpico, começando das condições de vapor superaquecido até as condições de vapor

úmido.
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Figura 2.9: Distribuição de pressão axial em um bocal convergente-divergente com
condensação espontânea. Adaptado de HASINI et al. [95]

No intervalo do ponto (1) ao ponto (2), o vapor entra no bocal na condição su-

peraquecida, e é expandido para condições sônicas, sem cruzar a linha de saturação,

devido à geometria divergente do bocal. Somente no ponto (3) que a linha de sa-

turação é cruzada podendo ocorrer antes ou depois da garganta, dependendo da

geometria e da taxa de expansão. Os aglomerados moleculares começam a surgir

e colapsar nessa região com uma taxa de nucleação muito baixa e, portanto, o va-

por continua a se expandir como vapor seco em um estado metaestável. A taxa

de nucleação aumenta instantaneamente e atinge seu máximo no ponto (4). Este

pico de nucleação ocorre quando a supersaturação e super-resfriamento máximos

são alcançados, indicada pela linha de Wilson. O Super-resfriamento é definido

como a diferença entre a temperatura de saturação Ts(p) e a temperatura do va-

por Tg como indicado na Equação 2.88. Ademais, uma relação aproximada útil

entre a supersaturação e o super-resfriamento pode ser obtida através da equação
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de Clausius-Clapeyron, originando a Equação 2.89.

∆T = Ts(p)− Tg. (2.88)

lnS ∼=
Hlv∆T

RgTs(p)Tg
(2.89)

Após o ponto (4), o fenômeno da nucleação efetivamente acaba, e o número

de gotas no escoamento permanece constante. Somente no intervalo entre os pon-

tos (4) e (5) que esses núcleos crescem rapidamente, até o sistema a alcançar o

equiĺıbrio termodinâmico. Ao atingir o equiĺıbrio termodinâmico estável através de

uma mudança da fase, ocorre uma liberação de calor latente para a fase de vapor

proveniente da fase ĺıquida, provocando um aumento na pressão entre os pontos (4)

e (5) indicando que o processo de condensação ocorreu. Finalmente, a expansão do

escoamento entre os pontos (5) e (6) ocorre perto das condições de equiĺıbrio.

Em resumo, a fase cont́ınua irá fornecer o campo de velocidade, temperatura

e pressão para a equação de balanço populacional caracterizando um acoplamento

de uma via, no qual a influência da fase dispersa, no escoamento da fase cont́ınua,

pode ser negligenciada. Ademais, devido ao esforço computacional extra para a

solução da PBE, o desenvolvimento de métodos numéricos eficientes e precisos para

resolvê-la juntamente com as outras equações diferencias parciais, tornar-se muito

importante.

2.4 Metodologia Numérica

2.4.1 Modelagem

A modelagem tem como objetivo auxiliar os projetos de equipamentos na indústria

qúımica através de duas principais abordagens distintas. Uma delas usa a modela-

gem tradicional que é fortemente baseada em modelos emṕıricos ou semi-emṕıricos.

Esses modelos geralmente funcionam muito bem para operações unitárias conhe-

cidas, mas não são confiáveis para novas condições de processo. Além disso, o

desenvolvimento de novos equipamentos e processos depende da experiência dos es-

pecialistas, e a ampliação do laboratório para a escala completa é muito demorada e

dif́ıcil. Novas equações de projeto e novos parâmetros presentes em modelos existen-

tes devem ser determinados ao mudar o equipamento ou as condições do processo

fora da faixa conhecida. A segunda abordagem consiste em usar fluidodinâmica

computacional (Computational Fluid Dynamics - CFD) para analisar o escoamento,

combinando com a transferência de massa e calor, além de avaliar o desempenho

no projeto de novos equipamentos e processos. Ferramentas modernas de CFD po-
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dem simular diversos fenômenos f́ısicos, como o transporte de espécies qúımicas, as

reações qúımicas, a combustão, a evaporação, a condensação e a cristalização [96].

Ambas as abordagens coexistem, porém, com os recursos computacionais cada vez

mais baratos e dispońıveis, logo estas duas linhas se fundirão em uma única linha

de simulação e projeto de equipamentos [96].

2.4.2 Fluidodinâmica computacional

A fluidodinâmica computacional faz parte da área de Mecânica Computacional que,

por sua vez, está inclúıda na grande área de Simulação. Essa abordagem é conhecida

como o conjunto das técnicas de simulação computacional usadas para predizer os

fenômenos f́ısico-qúımicos que ocorrem em escoamentos.

Uma vantagem da técnica supracitada encontra-se na possibilidade de obter in-

formações locais detalhadas sobre o sistema simulado, que ajudará na construção

de uma compreensão qualitativa e quantitativa do processo. Ademais, quando as-

sociada com um estudo de parâmetros da simulação pode revelar informações adi-

cionais como gargalos e limites operacionais do equipamento. Os programas CFD

dispońıveis possuem muitas configurações padrão e fornecem resultados a partir

das simulações, mas, para obter resultados confiáveis, o modelo deve ser escolhido

com uma metodologia lógica. Sem uma compreensão adequada dos programas que

aplicam CFD, junto com a teoria da modelagem por trás dele, os resultados não

representam o fenômeno f́ısico estudado. Outro ponto a ser destacado é o alto custo

de experimentos, que são a única alternativa à simulação, quando são posśıveis.

Apesar das vantagens das simulações em relação aos experimentos, estes não podem

ser desconsiderados, pois fornecem o único modo de comparação com a realidade.

A fluidodinâmica computacional fornece uma previsão qualitativa e quantitativa

dos escoamentos de fluidos através das seguintes etapas:

• Descrição do processo f́ısico, e a especificação do escoamento;

• Modelagem matemática na qual os modelos são estabelecidos com base nas

equações de conservação da quantidade de movimento, de massa e de ener-

gia. Estas equações diferenciais parciais, quando submetidas a condições de

contorno e iniciais apropriadas, representam matematicamente um problema

particular [97];

• Métodos numéricos para obtenção da solução aproximada ao se analisar pro-

blemas reais, já que a solução anaĺıtica destas equações somente é posśıvel

para escoamentos muito simples, e

• Ferramentas de software com aplicativos e utilitários de pré e pós-

processamento, para obtenção das informações caracteŕısticas do escoamento.
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A metodologia numérica é aplicada na solução da equações de conservação do

problema, além da equação de estado para a completa caracterização da f́ısica dos

separadores supersônicos. Na fluidodinâmica computacional existem dois tipos de

algoritmos mais empregados para resolução das equações de conservação para o

escoamento, chamados pressure-based e density-based

2.4.3 Algoritmo de solução das equações

No algoritmo pressure-based sequencial, as equações de transporte são resolvidas

de maneira sequencial, isto é, as equações de transporte para variáveis como:

u, v, w, p, T, são resolvidas uma após a outra. Existe outro algoritmo pressure-based

denominado acoplado, cujas equações de quantidade de movimento e continuidade

são resolvidas simultaneamente. Com isso, as equações de conservação são resolvidas

de maneira acoplada e outras equações escalares são resolvidas de forma segregada.

Ademais, sua taxa de convergência da solução é superior quando comparada com o

algoritmo sequencial. Entretanto, em termos de memória, os acoplados precisam de

mais requisitos de memória do que sequenciais. O algoritmo pressure based é, usu-

almente, mais aplicado em escoamentos incompresśıveis e compresśıveis na ausência

de ondas de choque [98, 99].

Para o cálculo de um escoamento estritamente incompresśıvel (Ma = 0), a

equação de Poisson para pressão pode ser obtida manipulando as equações de conti-

nuidade e momentum, com isso, ele resolve essa equação de maneira impĺıcita. Por

conseguinte, ao executar essa manipulação, negligencia-se completamente as escalas

de tempo acústicas. Portanto, o algoritmo pressure-based calcula o passo de tempo

com base na velocidade do escoamento, que é muito menor que a velocidade acústica

para escoamentos incompresśıveis, isso reduz o custo computacional para simulações

desse tipo de escoamento quando comparado com o algoritmo density-based. A prin-

cipal causa do elevado custo computacional para o algoritmo density-based em es-

coamentos incompresśıveis deve-se ao fato desse tipo de algoritmo utilizar a escala

de tempo acústico para o cálculo do passo de tempo. Logo, no caso de escoamentos

com número Mach baixos (Ma < 0.3), a velocidade do som é muito alta (quase se

aproximando do infinito). Portanto, para garantir a estabilidade de um algoritmo

density-based, é necessário um passo de tempo muito baixo.

Apesar do algoritmo pressure-based não ser desenvolvido inicialmente para escoa-

mentos compresśıveis, os softwares comerciais ANSYS-CFX e Fluent disponibilizam

essa metodologia como uma alternativa, utilizada em diversos trabalhos de separa-

dores supersônicos em CFD [17, 100]. Entretanto, mesmo contendo validação com

dados experimentais, a dificuldade de acesso às adaptações realizadas e aos códigos

implementados em softwares comerciais, complica o seu uso para representação da
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f́ısica presente nos separadores supersônicos.

Apesar dos esforços para desenvolvimento de uma metodologia pressure-based

aplicável à escoamentos compresśıveis com uma ampla faixa de número de Mach,

encontrados na literatura [98, 99, 101, 102], não há um consenso para um método

de captura da onda de choque. Apenas o trabalho de Xiao et al. [102] possui

essa validação para o bocal convergente-divergente. Além disso, alguns resolvem

as equações de transporte de maneira acoplada, diferente da forma sequencial tra-

dicional do pressure-based. Isso implica na redução da velocidade de convergência

em simulação conduzida no ANSYS-CFX [103]. Na verdade, a vantagem de cal-

cular o passo de tempo com base nas escalas do tempo do escoamento só funciona

bem até números Mach moderados. À medida que o número Mach aumenta, a

velocidade do escoamento e as velocidades acústicas tornam-se comparáveis. Con-

sequentemente, o custo computacional para os dois tipos de algoŕıtimos tornam-se

semelhantes. Além disso, a aproximação do escoamento incompresśıvel não é mais

justificada com números moderados de Mach. Com isso, além do custo computa-

cional adicionado, o algoritmo pressure-based também começará a gerar resultados

errados com números Mach mais altos [34].

Face ao exposto, o algoritmo density-based foi desenvolvido, a prinćıpio, para

escoamentos compresśıveis com alto número de Reynolds com objetivo de captu-

rar ondas de choque. Ele não faz uso de uma equação extra para pressão, visto

que a equação da continuidade é resolvida em termos de densidade, as de con-

servação de momento em termos de velocidade e as de conservação de energia em

termos de temperatura. Com isso, a pressão é atualizada no final do algoritmo pela

equação de estado adotada. Além disso, esses tipos de algoritmos respeitam a forte

interdependência das variáveis do escoamento através da atualização delas sequen-

cialmente a cada passo de tempo. Portanto, isso resulta em uma solução robusta

e precisa, em comparação com métodos que resolvem as equações de maneira se-

gregada. Isso proporcionou a motivação para a seleção deste algoritmo no presente

trabalho. Ele segue a estrutura de resolução dos problemas de Riemann, caracte-

rizado por equação diferencial parcial com condição inicial descont́ınua, similar à

descontinuidade que caracteriza ondas de choque, descrita por TORO [104]. A ca-

racteŕıstica desse algoritmo que a permite capturar os efeitos da descontinuidade na

solução é a resolução das equações de conservação usando as variáveis em sua forma

conservada, em função da massa espećıfica (ρ), do momento linear (ρv) e da energia

total (E = ρ

(
1

2
|v|2 + e

)
), ao invés da forma primitiva tradicional, em termos de

massa espećıfica (ρ), velocidade (v) e temperatura (T ) [104]. Com isso, mesmo que

a onda de choque ocorra em dado volume de controle do domı́nio e as variáveis pri-

mitivas (temperatura, velocidade e massa espećıfica) exibam valores descont́ınuos,

os fluxos de entrada e sáıda das variáveis conservadas se mantém, algo que torna a
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solução mais estável numericamente.

2.4.4 Métodos de discretização

A solução numérica de uma equação diferencial parcial tem como objetivo de trans-

formar sistemas de equações diferenciais em sistemas de equações algébricas e con-

siste em separar os valores da variável dependente em pontos especificados a partir

dos quais sua distribuição sobre o domı́nio de interesse pode ser constrúıda. Es-

ses pontos são chamados de elementos de malha, e resultam da discretização do

domı́nio, proveniente de geometria original, em um conjunto de elementos discretos

não sobrepostos.

Um dos métodos de discretização das equações de conservação provenientes da

modelagem é o método das diferenças finitas. Neste método, as derivadas parciais

espaciais e temporais que aparecem nas equações são aproximadas através da série

de Taylor. Embora não haja restrição formal, as diferenças finitas são geralmente

empregadas em geometrias cartesianas. O segundo método é o de elementos finitos

são muito flex́ıveis em termos de geometria e elementos de malha. Em cada ele-

mento da malha é usada uma função base para descrever localmente a solução da

equação governante a ser aproximada. O método dos elementos finitos visa mini-

mizar a diferença entre a solução exata e a coleção de funções básicas. Entretanto,

problemas na área de mecânica dos fluidos são geralmente regidos pela conservação

local que não é necessariamente uma propriedade do método dos elementos finitos,

uma vez que a diferença entre as funções básicas e a solução exata é minimizada

globalmente, portanto, o método não tem sido tanto usado para fluidodinâmica

computacional [96].

Finalmente, o terceiro método para discretizar as equações é o dos volumes fini-

tos baseado na conservação local, e esta é a principal razão da sua predominância

em CFD [96]. Para resolver as equações numericamente com o método dos volumes

finitos, todo o domı́nio computacional é dividido em sub-volumes menores deno-

minados células. Empregando a lei de Gauss, as derivadas parciais que expressam

um prinćıpio de conservação, podem ser reescritas em cada célula como uma con-

tribuição algébrica. A equação de conservação, expressa nas equações diferenciais

parciais, é reformulada, em cada célula computacional, em um conjunto de equações

algébricas lineares. A discretização do domı́nio origina um erro numérico na solução.

É importante controlar a magnitude do erro após uma solução ter sido obtida, pois

o erro tende a desaparecer à medida que o tamanho da célula se aproxima de zero.

Por outro lado, reduzir demais o tamanho da célula criará um número desnecessari-

amente grande de células, o que aumentará o esforço computacional. A metodologia

numérica aplicada na discretização das equações no programa de código aberto uti-
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lizado é baseada no método dos volumes finitos. [105, 106]

2.4.4.1 Método dos volumes finitos

A Equação 2.90 abaixo é utilizada para melhor descrição desse método e representa a

conservação de uma propriedade genérica φ. Essa variável genérica pode ser descrita

como qualquer variável de conservação (massa, momento e energia).

∂φ

∂t
+∇ · (φv) = ∇ · (Γφ∇φ) + Sφ, (2.90)

onde Γφ é a difusividade da grandeza conservada, considerada, nesse caso, como

uma grandeza escalar, Sφ é um termo fonte genérico da equação de transporte e v

corresponde ao vetor velocidade do escoamento.

Em volumes finitos a discretização do domı́nio é realizada tanto no espaço f́ısico

quanto no tempo. O primeiro tipo de discretização considera a divisão do domı́nio

espacial em um conjunto de volumes de controle interconectados entre si ou com

o contorno do domı́nio. Analogamente, a discretização temporal é aplicada em

problemas transientes partindo de uma condição inicial e subdivide seu domı́nio em

um número finito de intervalos no tempo. Com isso, algumas definições geométricas

precisam ser feitas [107].

Discretização do domı́nio espacial:

Cada célula é cercada por suas faces formando um padrão de malha em todo

o domı́nio. Tradicionalmente, as malhas foram divididas em malhas estruturadas

e não estruturadas. As malhas estruturadas são constrúıdas a partir de elemen-

tos quadriláteros, mas não necessariamente retângulos. Enquanto isso, malhas não

estruturadas são constrúıdas a partir de elementos diferentes, elementos quadrila-

terais e triangulares em 2D e tetraedros, hexaedros, pirâmides, prismas em 3D.

Normalmente, uma malha estruturada exigirá menos memória e possui proprieda-

des numéricas melhores. No entanto, nem sempre é posśıvel mesclar geometrias

complexas usando malha estruturada, e hoje a maioria dos programas lidam com

ambas as malhas[96].

No trabalho de definir a malha, também deve ser levado em consideração a

alocação do campo de variáveis na malha, que pode ser centrado na célula ou cen-

trado no vértice. Um algoritmo centrado na célula cria volumes de controle que são

completamente idênticos à malha. Já um algoritmo centrado no vértice cria seus

volumes de controle em torno dos vértices situados em cada intersecção das faces

da célula. Ambas as configurações podem ser observadas na Figura 2.10. Contudo,

problemas de oscilação e avaliação do gradiente de pressão podem aparecer no ar-

ranjo co-localizado (todas as variáveis no mesmo volume de controle) [108]. Porém,

com os avanços das técnicas numéricas [109, 110] estes problemas foram resolvidos
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e, desde então, o arranjo co-localizado é usado na maioria dos códigos CFD.

Figura 2.10: Esquema de alocação do campo de variáveis na malha: (a) centrado
no vértice ; (b) centrado na célula. Adaptado de [111]

No processo de discretização espacial, as equações de conservação, que possuem

a forma da Equação 2.90, são integradas nos volumes de controle,Vc, presentes no

domı́nio, adquirindo a forma:∫
Vc

(
∂φ

∂t
+∇ · (φv)

)
dVc =

∫
Vc

(∇ · (Γφ∇φ) + Sφ) dVc. (2.91)

Em seguida, o teorema da divergência [112] é aplicado para converter as integrais

volumétricas associadas ao operador divergente em integrais de superf́ıcies do volume

de controle. Logo, a equação é reescrita na forma:

∫
Vc

(
∂φ

∂t

)
+
∑
f

∫
f

(φfuf · nf )dS =
∑
f

∫
f

((Γφ)f · nf )dS +

∫
Vc

(Sφ)dVc. (2.92)

Posteriormente, as integrais presentes são aproximadas pelo método de quadra-

tura gaussiana e são integradas numericamente. A quadratura faz uso de pontos

de integração definidos geometricamente. Em seguida, um método de interpolação

para as variáveis φf e (∇φ·n)f deve ser escolhido, pois os valores das variáveis, estão

localizadas no centroide (co-localizada). Existem diversos métodos de interpolação

descritos em livros clássicos de fluidodinâmica computacional [112, 113]. Dentre eles,

o método Upwind é um exemplo clássico de esquemas de interpolação de primeira

ordem descrito em PATANKAR e SPALDING [112]. Considerando a Figura 2.11,

com os pontos P e N como centroide das células e f a face entre elas, o método de

Upwind assume a seguinte forma:
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Figura 2.11: Esquema de interpolação Upwind.

φf =

{
φP ; (v · n)f > 0

φN ; (v · n)f < 0
(2.93)

Uma importante caracteŕıstica do escoamento no interior do equipamento de

separação supersônica que influencia na escolha da metodologia numérica é a onda

de choque. Ela é formada durante o escoamento e impede o uso de funções de

interpolações comumente usadas no método de volumes finitos, pois, a onda de

choque é tratada como uma descontinuidade numérica. Por isso, a discretização

por volumes finitos e o uso de um esquema de interpolação clássico acarretaria em

problemas de convergência [114, 115]. Problemas que apresentam descontinuidades

numéricas são classificados como problemas de Riemann e existem metodologias

numéricas próprias para resolver problemas desta natureza. Por isso, a modelagem

e as metodologias de aproximação de solvers de Riemann [114, 116] são detalhadas

nas próximas seções. Maiores detalhes sobre a metodologia de discretização podem

ser visto em JASAK [105], PATANKAR e SPALDING [112], FERZIGER e PÈRIC

[113]

Soluções numéricas para Problema de Riemann

Para resolver equações diferenciais parciais (EDP’s) cujas soluções contêm des-

continuidades, devemos nos voltar para métodos que não assumem a continuidade

da solução. Um deles é o método de ], que foi um dos primeiros métodos numéricos

que utilizou o conceito de volumes finitos para sistemas hiperbólicos não-lineares,

como as equações de Euler usadas no presente trabalho. Sua formulação baseia-se

no valor médio da solução sobre uma determinada célula C
n+ 1

2
i considerada entre o

domı́nio espacial de xi− 1
2

e xi+ 1
2

e o domı́nio temporal entre tn e tn+1. Com i sendo a

localização da célula atual no tempo atual n. O valor médio da solução nesta célula
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é expresso na Equação 2.94:

Un
i =

1

4x

∫ x
i+1

2

x
i− 1

2

U(x, tn) dx . (2.94)

E o fluxo numérico F é representado por:

F
n+1

2
i =

1

4t

∫ tn+1

tn

f(U(xi, t)) dt. (2.95)

As Equações de Euler unidimensionais escritas em sua forma conservada

( Equação 2.96 e Equação 2.97) estão representadas abaixo:

Ut + F(U)x = 0, (2.96)

com Ut = ∂U
∂t

e F (U)x =
∂F(U)

∂x
e os respectivos vetores das variáveis conserva-

das (U) e fluxo (F) iguais a:

U =

U1

U2

U3

 =

 ρ

ρu

ρE

 , F =

F1

F2

F3

 =

 ρu

ρu2 + p

u(E + p)

 . (2.97)

Integrando as equações na forma conservativa, e dividindo pelo volume total

obtém-se:

1

4x4t

∫ tn+1

tn

∫ x
i+1

2

x
i− 1

2

∂U

∂t
dx dt +

1

4x4t

∫ tn+1

tn

∫ x
i+1

2

x
i− 1

2

∂F(U)

∂x
dx dt = 0, (2.98)

1

4x4t

∫ x
i+1

2

x
i− 1

2

[Un+1 −Un] dx
1

4x4t

∫ tn+1

tn

[F(Ui+1
2
)− F(Ui−1

2
)] dt = 0, (2.99)

Un+1
i −Un

i

4t
+

F
n+1

2

i+1
2

− F
n+1

2

i−1
2

4x
= 0. (2.100)

O método de Godunov é de primeira ordem e expĺıcito no tempo, representado

pela Equação 2.101, descrita em [104].

Un+1
i = Un

i +
∆t

∆x

[
Fn

i−1
2

− Fn
i+1

2

]
. (2.101)

O termo Un+1
i pode ser calculado segundo a metodologia iterativa da solução

exata de Riemann descrita em detalhes em LEVEQUE [114] e TORO [116] para

célula computacional. No entanto, os métodos iterativos apresentam alto custo
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computacional por isso foram desenvolvidos diversos métodos de aproximação para

o fluxo de Riemann para tornar mais simples o cálculo de Un+1
i [116]. Portanto,

é necessário encontrar uma maneira de estimar os fluxos numéricos Fi−1
2

e Fi+1
2

usando as informações da etapa anterior, para avançar a solução no tempo. As

aproximações de fluxo de Riemann mais conhecidas são HLLC [117], Roe [118] e

Roe-Pike [119]. Neste trabalho foi usado o método de Roe-Pike[18], pois, além de

já estar implementado no programa de código aberto utilizado, também é o mais

simples comparado com as demais metodologias para os cálculos dos fluxos[104].

As metodologias apresentadas neste trabalho são baseados na descrição feita em

[104] para as equações de Euler multidimensionais, monofásicas e monocomponentes.

Com isso, como solução do problema de Riemann são posśıveis três tipos diferentes

de ondas denominadas onda de contato, de rarefação e de choque [104, 114]. Para

ilustração de umas das soluções obtidas no problema de Riemann (Gráfico x vs. t)

foi utilizada a Figura 2.12 onde a descontinuidade se propaga para a direita (UL)

como onda de choque e para esquerda(UL) como onda de rarefação separadas por

uma onda de contato (U∗).

Figura 2.12: Onda de choque à esquerda, onda de rarefação à direita e onda de
contato

A onda de contato representada pela linha pontilhada nas figura acima, divide

a região estrela em duas regiões U∗L e U∗R

A estruturação dos métodos é feita a partir do cálculo dos autovalores da matriz

Jacobiana do vetor fluxo (A(U) = ∂F
∂U

) denominados velocidades caracteŕısticas

do sistema. Quando é considerado gás ideal, são descritos como: λ1 = u − a,

λ2 = λ3 = λ4 = u e λ5 = u + a. Cada autovalor está associado a uma onda do

sistema, dentre as quais, a de choque [104]. A Equação 2.96 pode ser reescrita em

termos da matriz Jacobiana do vetor fluxo (A(U) = ∂F
∂U

), o que é representado pela
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Equação 2.102:

Ut + A(U)Ux = 0. (2.102)

Uma descrição breve da metodologia de ROE e PIKE [119] é apresentada abaixo.

Uma formulação mais detalhada dos métodos de aproximação dos fluxos de Rie-

mann pode ser encontrada no Apêndice 5.1.1. TORO [104] apresentou o seguinte

algoritmo para computar o fluxo entre células pela metodologia de ROE e PIKE

[119] (Equação 5.13):

1. computar os valores médios de Roe de acordo com a Equação 2.103:

W̃ =



ρ̃ =
√
ρLρR

ũ =

√
ρLuL +

√
ρRuR√

ρL +
√
ρR

ṽ =

√
ρLvL +

√
ρRvR√

ρL +
√
ρR

w̃ =

√
ρLwL +

√
ρRwR√

ρL +
√
ρR

H̃m

√
ρLHm +

√
ρRHm√

ρL +
√
ρR

ã =

(
(γ − 1)(H̃m

1

2
|ũ|

2
)

) 1
2

; (2.103)

2. calcular os autovalores λ̃i usando as expressões anaĺıticas para λ̂i em termos

dos valores médios da Equação 2.103, onde :

λ̃i =


λ1 = û− â

λ2 = λ3 = λ4 = û

λ5 = û+ â

; (2.104)

3. computar os autovetores K̂(i) usando a expressão anaĺıtica da Equação 2.105
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em termos do valores médios da Equação 2.103

K̂(1) =


1

û− â
v̂

ŵ

Ĥmûâ

 ; K̂(2) =



1

û

v̂

ŵ
1
2
|û|

2
)


; K̂(3) =


0

0

1

0

v̂

 ; K̂(4) =


0

0

0

1

ŵ

 ; (2.105)

K̂(5) =


1

û+ â

v̂

ŵ

Ĥmûâ

 .

;

4. calcular as forças da onda baseadas na Equação 2.106 em termos dos valores

médios da Equação 2.103:

α̂i =



α̂1 =
1

2â
− [∆p− âρ̂∆u]

α̂2 = ∆ρ− ∆p

â2

α̂3 = ρ̂∆v

α̂4 = ρ̂∆w

α̂5 =
1

2â
[∆p+ âρ̂∆u]

; (2.106)

5. usar as quantidades previamente calculadas para calcular o fluxo entre células,

Fi+1
2
, de acordo com a Equação 2.107:

Fi+1
2

=
1

2
(FL + FR)− 1

2

m∑
i=1

α̃i|λ̃i|K̃(i). (2.107)

A metodologia de Roe-Pike [119] relatada está intimamente ligada à escolha de

gás ideal como equação de estado, pois os autovalores e autovetores utilizados são

deduzidos a partir dessa consideração [104].

Discretização temporal

Também existem vários métodos de discretização do termo temporal,
(
∂φ
∂t

)
da

Equação 2.92, visto que, toda a equação também será integrada no tempo para

uma simulação transiente. Um dos métodos utilizados no presente trabalho foi o

de primeira ordem denominado Euler impĺıcito. Ele foi escolhido pois é incondicio-

nalmente limitado, apesar de ser mais lento do que o método expĺıcito, visto que, o
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último não possui necessidade de sub-iterar. O maior problema do método expĺıcito

é ser limitado condicionalmente, isso impõe uma restrição à escolha do intervalo de

tempo, caso contrário, a solução geralmente diverge [96]. Os termos temporais das

equações de conservação da fase cont́ınua, provenientes da solução aproximado do

problema de Riemann, são discretizados segundo o método Runge-Kutta de quarta

ordem [120]. A ideia básica dele é calcular vários valores de Un
i no intervalo entre t

e t+∆t e depois combiná-los para obter a aproximação de ordem mais alta de Un+1
i .

O número de vezes que Ui é avaliado durante cada passo de tempo corresponde ao

estágio do esquema Runge-Kutta. O dbnsFoam [38] utiliza o método Runge-Kutta

de baixo armazenamento com 4 estágios (quarta ordem) de acordo com as equações

abaixo:

U
(0)
i = U

(n)
i , (2.108)

U
(1)
i = U

(0)
i − 0.11

∆t

∆x

[
F

(0)

i−1
2

− F
(0)

i+1
2

]
, (2.109)

U
(2)
i = U

(1)
i − 0.2766

∆t

∆x

[
F

(1)

i−1
2

− F
(1)

i+1
2

]
, (2.110)

U
(3)
i = U

(2)
i − 0.5

∆t

∆x

[
F

(2)

i−1
2

− F
(2)

i+1
2

]
, (2.111)

U
(4)
i = U

(3)
i −

∆t

∆x

[
F

(3)

i−1
2

− F
(3)

i+1
2

]
, (2.112)

Un+1
i = U

(4)
i . (2.113)

O esquema requer apenas o armazenamento da solução zero e a atualização mais

recente do termo ao lado direito da equação. Portanto, apresenta uma considerável

redução no consumo de memória em relação à discretização do Runge-Kutta de

quarta ordem padrão [120]. O passo de tempo é determinado pelo número do Cou-

rant [115], caracterizado pela razão entre as velocidade f́ısica do escoamento e a

velocidade numérica e determinado por:

Co =
u∆t

∆x
, (2.114)

em que u é a velocidade do escoamento local, ∆t o passo de tempo e ∆x o

comprimento do elemento da malha.
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2.4.4.2 OpenFOAM

Existem diversos programas dispońıveis para solução de problemas da mecânica

do cont́ınuo, incluindo a fluidodinâmica computacional. Portanto, algumas consi-

derações devem ser avaliadas antes da escolha de um pacote CFD como ferramenta,

dentre elas estão: a curva de aprendizagem, a capacidade de construir geometrias e

malhas, a robustez das técnicas numéricas apresentadas, além da variedade de pro-

blemas f́ısicos que é capaz de resolver. Os pacotes mais desenvolvidos e intuitivos

são comercias, como ANSYS CFX e FLUENT [121]. Entretanto, os preços dos pa-

cotes comerciais implicam em um custo elevado para o consumidor final, limitando

seu uso. Outra limitação desse tipo de pacote, refere-se à detalhes insuficientes para

explicar a implementação numérica de seus códigos, o que dificulta o controle do

usuário sobre as capacidades do pacote.

Face ao exposto, os códigos CFD gratuitos dispońıveis encontram-se em expansão

no mundo conquistando cada vez mais espaço nas universidades e empresas. Neste

contexto, o pacote de código livre OpenFOAM [122] surge como uma opção viável

e muito interessante para a simulação e desenvolvimento de códigos CFD. Ele é um

software baseado na linguagem C++ com os seus respectivos solvers e utilitários de

pré e pós-processamento, no qual o usuário tem acesso a sua documentação com-

pleta e pode criar objetos personalizados, como condições de contorno ou modelos

de turbulência. Eles funcionam de forma acoplada com os solvers existentes sem

precisar modificar ou recompilar o código-fonte. Para simular diferentes cenários do

escoamento de interesse, o programa de código aberto foam-extend-4.0 foi selecio-

nado. Ele é uma extensão do projeto OpenFOAM, com o objetivo de incluir códigos

criados pela comunidade de desenvolvedores no projeto original. Contudo, estes

tipos de pacotes, normalmente, possuem áreas de aplicação muito restritas. Dito

isso, suas principais desvantagens estão relacionadas com a curva de aprendizagem

para utilizar o recurso opensource, que pode ser bem lenta, por exigir conhecimen-

tos em programação orientada a objeto, além da ausência de uma interface gráfica

integrada. Entretanto, como não possui o custo da licença anual atrelado, além de

disponibilizar o código fonte do programa, este pacote funciona como uma alterna-

tiva promissora para o presente trabalho, no qual será necessária a implementação

dos modelos para representação do fenômeno f́ısico.

Aplicativos com algoritmo density-based :

Atualmente, o único aplicativo density-based na versão oficial do OpenFOAM

é o rhoCentralFoam baseado no esquema de GREENSHIELDS et al. [123]. Ou-

tra biblioteca popular com a mesma abordagem, denominada densityBasedTurbo

[124] é proveniente da versão estendida foam-extend-1.6. Ela contém as abordagens

AUSM+ [125] e AUSM+-up [126] com esquemas do tipo Godunov [127], e esquema
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de integração do tempo Runge-Kutta. As configurações supracitadas também estão

presentes de forma semelhante no pacote AeroFoam [34]. Depois disso, os pacotes

dbnsFoam e dbnsTurbFoam foram implementados a partir do densityBasedTurbo e

adicionados ao foam-extend-3.1. O solver escolhido para resolver o escoamento den-

tro do separador supersônico foi o dbnsFoam. Nele é utilizada abordagem density-

based com o método de Godunov de primeira ordem, em que para o cálculo do fluxo

entre células, faz uso do método de Roe-Pike [119]. A discretização temporal é feita

de forma expĺıcita, com um método de Runge-Kutta de quarta ordem para solução.

Apesar das simulações serem transientes, o interesse está no estado permanente

delas.

2.4.5 Técnicas numéricas para solução da equação de ba-

lanço populacional

Assim como para as EDPs do escoamento referente à fase cont́ınua, as equações que

representam o fenômeno da dinâmica de part́ıculas também são complexas, e con-

sequentemente, possuem soluções anaĺıticas apenas para casos nos quais os termos

de agregação/ coalescência e quebra/ nucleação e crescimento são substancialmente

simplificados [128]. Os métodos mais comuns são o método de Monte Carlo, o

métodos dos momentos e suas variações, e o método das classes.

O método de Monte Carlo resolve a equação do balanço populacional com base

em uma abordagem de conjunto estat́ıstico, e possui como principais vantagens a

flexibilidade e precisão para rastrear mudanças de part́ıculas em sistemas multidi-

mensionais. Entretanto, sua incorporação com escoamentos multifásicos não é um

processo simples e a precisão do método é diretamente proporcional ao número de

part́ıculas simuladas. Fato que torna o tempo computacional exageradamente exten-

sivo para um grande número de part́ıculas. Além disso, o acoplamento do método

com escoamentos multifásicos não é trivial.

O método de classes consiste na discretização da distribuição de tamanhos de

part́ıculas em classes, usando espaçamento entre os tamanhos de part́ıculas cons-

tante ou variável. A distribuição é considerada constante dentro de cada classe.

Com isso, para cada classe, a equação transporte da função de densidade numérica

é resolvida para acomodar as mudanças populacionais causadas por quebra, coa-

lescência, surgimento e crescimento de part́ıculas. Todavia, considerando que uma

ampla faixa de tamanhos de part́ıculas pode ser necessária em um escoamento mul-

tifásico, o número de equações de conservação a serem resolvidas para cada tamanho

de part́ıcula (classe) pode ser impraticável [65].

Face ao exposto, os métodos supracitados podem demandar um elevado custo

computacional, dependendo do número de part́ıculas do sistema. Portanto, o método
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dos momentos surge como uma boa alternativa para resolução da Equação de Ba-

lanço Populacional (EBP) comparado ao método de classes [129] e Monte Carlo.

A ideia básica por trás do método dos momentos se baseia na transformação do

problema em momentos de menor ordem da distribuição do tamanho de part́ıculas.

A principal vantagem do método dos momentos encontra-se na redução drástica

do número de equações a serem resolvidas, pois usa apenas a evolução de um pequeno

número de momentos[130]. Tal fato torna-se cŕıtico na modelagem de problemas com

escoamentos complexos quando a faixa de tamanhos de part́ıculas é muito grande e

a dinâmica de part́ıculas é fortemente acoplada a cálculos de elevado custo como os

que envolvem turbulência. Outro aspecto significativo do método dos momentos é

que ele não sofre nenhum erro de truncamento na aproximação da distribuição do

tamanho de part́ıculas.

2.4.5.1 Método dos momentos

Nesse método são inclúıdos os termos referentes à nucleação e à lei de crescimento das

gotas. Nesse sentido, os termos de quebra e coalescência são desprezados devido ao

tamanho das part́ıculas formadas em um escoamento supersônico. Logo, aplicando

o esse método na Equação 2.45 que consiste em multiplicá-la por rj e integrando

em todo o domı́nio de coordenadas internas. Com isso, a equação assume a seguinte

forma:

∫ ∞
0

rj
∂(ρf(r))

∂t
dr +

∫ ∞
0

rj∇ · (ρf(r)v) dr +

∫ ∞
0

rj
∂(ρf(r)g(r))

∂r
dr =

∫ ∞
0

rjρJ dr

(2.115)

E assim, surge a variável momento (µj) dentro das derivadas parciais, visto

que, elas não dependem da coordenada interna, exceto a do último termo do lado

esquerdo da Equação 2.115. Ele é simplificado através do método de integração por

partes onde rjf(r) desaparece em r = 0,∞. Em consequência disso, surge o sinal

negativo no termo e obtem-se:

∂(ρµj)

∂t
+ ∇ · (ρµjv) = ρJ∗r

j
∗ + jρ

∫ ∞
0

rj−1g(r)f(r) dr, (2.116)

onde j corresponde ao número do momento. Esse pode ser representado em

função da coordenada interna de comprimento (r):

µj =

∫
Ωr

rjf(r) dr. (2.117)

Em um separador supersônico, a taxa de nucleação (J) pode ser conside-

rada como uma função delta de Dirac em torno do raio cŕıtico, e expressa na
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Equação 2.118. Esta simplificação é feita devido ao tempo caracteŕıstico da função

ser da ordem de 10−7s, enquanto o tempo caracteŕıstico do escoamento supersônico

é da ordem de 10−3s [66].

J = J∗δ(r − r∗) (2.118)

Os momentos de ordem inferior têm um significado f́ısico, que no caso do mo-

mento 0 é o número total de part́ıculas por unidade de volume. O momento 1 pode

ser definido como a soma de todos os raios de gotas por unidade de volume. Já o

momento 2 caracteriza a área superficial total por unidade de volume. Finalmente,

o momento 3 representa o volume total das gotas gotas. Alguns desses momentos

são usados para calcular o raio médio de gotas, a fração de massa ĺıquida e o número

total de gotas, pelas equações abaixo:

• Número de gotas: N = µ0;

• Fração mássica de ĺıquido: y =
4

3
πρlµ3;

• Raio médio de gotas (raio médio de Sauter):
µ3

µ2

.

Como pode ser observado, as propriedades são totalmente determinadas através

de um pequeno número de momentos de baixa ordem. Isso acarreta em uma consi-

derável diminuição do número de equações diferenciais parciais a serem resolvidas.

Uma das maneiras mais simples de conseguir isso é a função de distribuição assumir

a forma de uma função conhecida. Segundo JOHN et al. [131], algumas das funções

mais empregadas para a reconstrução da distribuição de tamanho de part́ıculas são

Gaussianas (ou normais), log-normais, função-β e função-γ. O principal problema

na solução das equações de transporte dos momentos é que, quando a função f não é

conhecida, a integral do lado direito da Equação 2.116 não pode ser resolvida dire-

tamente para uma forma arbitrária de g(r). O método dos momentos convencional é

forçado a aplicar suposições ou certas formas de g(r) que permitam um fechamento

exato da Equação 2.116. Por exemplo, a equação de transporte de momento é fe-

chada de maneira recursiva se a taxa de crescimento de gota for simplificada para a

forma:

g(r) = a+ br, (2.119)

onde a e b são constantes que dependem apenas das propriedades do vapor, ou

seja, são independentes de r [132]. Essa taxa de crescimento pode ser calculada

para o raio médio da área da superf́ıcie,r20 = (µ2
µ0

)
1
2 . A modelagem do processo

de crescimento com base no tamanho médio das gotas supracitado, resulta em ta-

xas de crescimento imprecisas, considerando os escoamentos supersônicos de vapor

úmido, onde os raios geralmente abrangem uma faixa muito ampla [30]. Em geral,
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os modelos desenvolvidos para o crescimento de gotas são mais sofisticados do que as

aproximações propostas na literatura [30]. O método de momentos com aproximação

por quadratura (QMOM-Quadrature method of moments)foi introduzido como uma

alternativa, permitindo contornar algumas das dificuldades que encontradas no fe-

chamento das integrais para modelar os escoamentos multifásicos complexos . Dito

isso, alguns trabalhos na literatura que fazem uso desse método AFZALIFAR et al.

[31], GERBER e MOUSAVI [66], BLONDEL et al. [69], UPADHYAY [133] enfati-

zam a eficiência dele para cálculo da função de distribuição principalmente próximo

à zona de nucleação [31], para prever distribuições bi-modais [66] e desatacam a pre-

cisão do modelo QMOM para capturar adequadamente o choque de condensação, a

distribuição de gotas, e até mesmo, a frequência de um fenômeno instável, como a

oscilação de uma onda de choque na presença de condensação [69]. Portanto, essa

metodologia foi escolhida na análise da polidispersão do presente trabalho e será

detalhada na próxima subseção

2.4.5.2 Aproximação da integral por quadratura

Como a integral do lado direito da Equação 2.116 deve ser avaliada, mas a função

de distribuição é desconhecida, surge uma alternativa proposta por MCGRAW [134]

que é amplamente utilizada (principalmente em caracterização de aerossóis) e foi es-

tudada em detalhe por JOHN e THEIN [135]. Este método é muito preciso, não só

para representar processos como nucleação e crescimento, mas também coalescência

e quebra [136]. Tal procedimento é denominado método dos momentos com quadra-

tura e faz uso da quadratura Gaussiana de n-pontos para aproximar a distribuição

de tamanho de part́ıcula de acordo com um conjunto finito de funções de delta de

Dirac. Logo, a integral da equação Equação 2.117 pode ser aproximada à uma soma

do produto das abscissas (ri)i=1..n e pesos (wi)i=1..n como descrito na equação abaixo:∫ ∞
0

rj−1g(r)f(r) dr ≈
n∑
i=1

rj−1
i g(ri)ωi (2.120)

Na equação acima, f(r) é uma função de densidade numérica univariada com co-

ordenada interna r a ser aproximada e g(r) é uma função genérica a ser explicitada.

Uma forma de determinar os pesos e abscissas para uma aproximação preditiva

da integral é utilizar as propriedades de polinômios ortogonais e suas respectivas

relações de recorrência. A ideia é gerar uma sequência de polinômios que são orto-

gonais em relação à função de densidade numérica desconhecida, cujos momentos

são conhecidos. Com isso, a função que está sendo integrada é aproximada usando

um conjunto de polinômios ortonormais em um espaço funcional adequadamente de-

finido [137]. Em particular, uma base ortonormal de polinômios pode ser escolhida

para aproximar qualquer função suave.
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Nesse contexto, existem várias maneiras pelas quais a base ortonormal pode ser

criada. Um procedimento bem conhecido é usar o de ortogonalização de Gram-

Schmidt para a sequência linearmente independente 1, x, x2, ..., xn, ... [138]. Eviden-

temente, que a aplicação direta da ortogonalização de Gram-Schmidt requer uma

manipulação considerável. Ademais, para polinômios de ordem superior, envolve

o cálculo de determinantes de alta ordem, podendo ser uma operação muito mal

condicionada. O método mais conveniente é usar as relações de recorrência de três

termos que abrangem todos os polinômios ortogonais.

Dessa forma, um conjunto de polinômios P0(r), P1(r), ..., Pi(r) com Pi(r) =

ki,0r
i + ki,1r

i−1 + ... + ki,i é ortogonal no intervalo de integração Ωr, em relação

a função peso, se:

∫
Ωr

f(r)Pi(r)Pβ(r) dr

{
= 0, i 6= β

> 0, i = β
, (2.121)

E é dito ortonormal se:

∫
Ωr

f(r)Pi(r)Pβ(r) dr =

{
0, i 6= β

1, i = β
, (2.122)

Como consequência, qualquer conjunto de polinômios Pi(r) possui uma relação

de recorrência relativa a quaisquer três polinômios consecutivos na sequência abaixo:

Pi+1(r) = (r − αi)Pi(r)− (βi)Pi−1(r), i = 0, 1, 2, ... (2.123)

com P−1(r) = 0 e P0(r) = 1.

Os coeficientes αi e βi podem ser reescritos em termos dos momentos. Os coefi-

cientes necessários para a construção de um polinômio de ordem n podem ser calcu-

lados a partir dos primeiros momentos 2n− 1 da função de distribuição numérica.

Por fim, para a Equação 2.116 ser uma aproximação por quadratura é necessário

que seus nós ri coincidam com as i ráızes do polinômio Pi+1(r) da ordem i ortogonal

em r, com relação à função de peso f(r). O cálculo das ráızes do polinômio é feito

com um algoritmo de quadratura, consequentemente, a precisão do método depende

claramente da precisão desses algoritmos. Os principais algoritmos de inversão utili-

zados nos trabalhos contendo com nucleação e crescimento de gotas são o algoritmo

de Chebyshev modificado usado por AFZALIFAR et al. [31], também conhecido

como algoritmo de Wheeler [139], o algoritmo original de Chebyshev [140] usado em

UPADHYAY [133], e o algoritmo do Produto-Diferença (PDA-Product-Difference

Algorithm) [141] usado por UPADHYAY e EZEKOYE [142].
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2.4.5.3 Algoritmos de quadratura

Uma maneira eficiente de computar as ráızes Pi(r) é usando a propriedade de re-

cursão de polinômios ortogonais (Equação 2.123) representada por um sistema linear

de equações na forma:




α0 β1 ... ... ...

β1 α1 β2 ... ...

... ... ... ... ...

... ... βi−1 αi−1 βi

... ... ... βi αi

− rI




P0

P1(r)

...

...

Pi(r)

 =



0

0

...

...

0

Pi+1


. (2.124)

Isso significa que ri é uma raiz do polinômio de grau i+ 1 somente se ri for um

autovalor de Ãi. Em resumo, o cálculo da regra de quadratura depende de dois

passos:

1. O cálculo dos coeficientes de recorrência βi = [β0, ..., βi]
T e αi = [α1, ..., αi]

T .

2. O cálculo dos autovalores e os autovetores de Ãi.

Vários algoritmos estão dispońıveis na literatura para calcular os coeficientes de

recorrência, dentre eles estão o PDA e o algoritmo de Chebyshev. As técnicas para

calcular as abscissas e os pesos a partir dos momentos é geralmente uma operação

mal condicionada. Isso significa que pequenos erros nos momentos mais altos podem

levar a grandes erros nas abscissas e pesos da quadratura. Uma comparação entre

os dois algoŕıtimos para achar os pesos e abscissas usando quadratura Gaussiana

pode ser encontrada em UPADHYAY [133] e evidencia que o algoritmo PDA não

funciona para todos os tipos de distribuições e nem para quadraturas de ordem razo-

avelmente alta.Ademais, também mostra que o algoritmo Chebyshev é mais robusto

que o algoritmo PDA e pode ser usado para uma classe mais ampla de problemas.

O algoritmo de Chebyshev não resolve completamente o problema do mau condicio-

namento. Com isso, WHEELER [139] sugerem o uso dos momentos modificados em

vez dos momentos originais para calcular os coeficientes de recursão. Entretanto, sua

a aplicação envolve a integração de funções de densidade e requer que a distribuição

desconhecida seja ”suficientemente próxima”de uma distribuição padrão, cujos co-

eficientes de recursão sejam conhecidos. Neste caso, o cálculo desses coeficientes

para a distribuição desconhecida, usando os coeficientes da distribuição conhecida é

uma operação muito estável e bem condicionada, com quase nenhuma perda de pre-

cisão. Além disso, o uso de momentos modificados em uma técnica como o QMOM

apresenta várias dificuldades detalhadas em UPADHYAY [133]. A aplicação do

QMOM à evolução dos momentos modificados é um tópico posśıvel para uma inves-

tigação mais aprofundada. A principal limitação do algoritmo Chebyshev, além do
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problema de mal condicionamento ainda existir, é que ele é aplicável apenas para

funções de distribuição univariadas ou para funções de distribuição multivariada

do tipo proveniente do produto de variáveis aleatórias independentes. É necessário

investigar a extensão do algoritmo de Chebyshev dimensões maiores de coordena-

das internas. Diante do exposto, como o presente é caracterizado por uma equação

de balanço populacional univariada e com função de distribuição desconhecida, o

algoritmo de Chebyshev original foi utilizado para inversão dos momentos. A for-

mulação detalhada do PDA e do algoritmo de Chebyshev original são apresentadas

no Apêndice 5.1.2.

Com este algoritmo, o número de abscissas computadas é n =
j

2
quando se usa

j momentos.

Finalmente, a integral em Equação 2.116 é então aproximada por:

j

∫ ∞
0

rj−1g(r)f(r) dr ≈ j

n∑
i=1

rj−1
i g(ri)wi (2.125)

Supondo que f(r) ∼=
∑n

i=1 wi∆r−ri (∆r−ri = δ(r − ri)). Usando Equação 2.125, a

equação de transporte Equação 2.116 está agora escrita na forma:

∂(ρµj)

∂t
+
∂(ρµjv)

∂x
= ρJ∗r

j
∗ + jρ

n∑
i=1

rj−1
i g(ri)wi (2.126)

Face ao exposto, a abordagem usando quadratura Gaussiana aumenta as possi-

bilidades de escolha da lei para avaliar o crescimento da fase ĺıquida. Entretanto, a

avaliação dos pesos e abscissas requer que os momentos da função de distribuição

de part́ıculas sejam diferentes de zero, o que não é o caso quando a nucleação ocorre

pois representa o surgimento de part́ıculas no sistema. Para superar esse problema,

alguns autores propuseram adicionar sementes na entrada do domı́nio computacional

[143]. No caso apresentado, isso não será necessário, pois, a utilização de uma distri-

buição não nula é o suficiente para a inicialização do algoritmo. Logo, os momentos

foram inicializados partir dos momentos normalizados de uma função Gama (Γ) e

para dar dimensão aos mesmos, foi usada a dimensionalização MCCOY e MADRAS

[128]. Pois, as equação de transporte também possuem dimensão. O procedimento

de dimensionalização é detalhado no Apêndice 5.1.2.

A etapa a seguir descreve brevemente o algoritmo de solução para condensação

de vapor polidisperso usando o Método de Momentos com Quadratura:

• Etapa 1: Dado os momentos inicias.

• Etapa 2: Calcule pesos e abscissas a partir dos momentos dados.
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• Etapa 3: Aproximar a integral que contém o termo fonte

• Etapa 4: Calcular o próximo passo de tempo para os momentos usando as

equações de transporte

• Etapa 5: Repita da Etapa 2 à Etapa 4 até o final da simulação.

Cada etapa do procedimento acima será explicitada abaixo:

1. Etapa 1: Dado os momentos iniciais:

• Considerar inicialmente uma distribuição de tamanhos de gotas (Distri-

buição Gama)

2. Etapa 2: Calcule pesos e abscissas a partir dos momentos dados:

• Utilize um algoritmo de Chebyshev através dos momentos dados na etapa

anterior

• As abscissas são iguais aos autovalores da matriz de Jacobi

• Os pesos vêm da primeira componente dos autovetores da mesma matriz

3. Etapa 3: Aproximar a integral que contém o termo não linear:

jρ

∫ ∞
0

rj−1g(r)f(r) dr = jρ
n∑
i=1

(rj−1
i )g(ri)wi

4. Etapa 4: Calcular o próximo passo de tempo para os momentos, usando as

equações de transporte, onde J∗ está explicito por unidade de volume, o que

dispensa sua multiplicação pela massa da mistura:

∂ρµj
∂t

+ ∇ · (ρµjv) = J∗r
j
∗ + jρ

n∑
i=1

(rj−1
i )g(ri)wi

5. Etapa 5: Entrar com os valores dos momentos calculados na etapa 2

6. Etapa 6: Repetir o procedimento de 2 a 4 até o fim da simulação.
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Caṕıtulo 3

Metodologia

3.1 Materiais

As etapas de construção de malha, simulação e pós-processamento, do presente

trabalho, foram realizadas em um microcomputador com processamento intel core

i7 de 3.30 GHz, memória RAM de 16 GB e disco ŕıgido de 1050.5 GB. Quanto aos

softwares usados no trabalho, a malha foi constrúıda no Pointwise V18.1 R1 [144],

a simulação feita em foam-extend 4.0, e o pós-processamento realizado no ParaView

5.4.1 em conjunto com com Gnuplot 5.2 e G3Data 1.5.2.

3.2 Métodos

Os aplicativo que serviu de base para implementação do código foi o dbnsFoam

que foi alterado e renomeado para condensationFoam. As mudanças feitas tiveram

como objetivo o cálculo dos termos-fonte da equação de balanço populacional e sua

resolução através do método dos momentos com quadratura [134]. O algoritmo

Chebyshev [140] de inversão dos momentos , implementado em C++ , foi acoplado

ao aplicativo para obtenção dos pesos e abscissas.

Em análises preliminares (Caṕıtulo 4), verificou-se que para temperaturas abaixo

de 240K, o modelo de nucleação que melhor se ajusta aos dados experimentais é

o Clássico, enquanto que para temperaturas acima de 240K é o com correção de

Courtney. Portanto, uma junção entre os modelos com correção de Courtney e o

modelo clássico foi apresentada por esta autora na Equação 3.1:

JHY = JCL(1−Θ) + JCNΘ (3.1)

Com

Θ =
max((T − 240), 0)

max((T − 240), 0)
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O modelo h́ıbrido supracitado foi escolhido para o uso no presente trabalho, visto

que, abrange uma parte considerável dos dados experimentais dispońıveis para água,

intercalando entre dois modelos existentes para diferentes faixas de temperatura.

O valor de 240K foi escolhido como valor intermediário para troca dos modelos,

pois, dentre as temperaturas que contém dados experimentais, é nela que os dados

começam a desviar da teoria Clássica.

3.2.1 Geometria para os testes com água

Com o objetivo de testar o programa implementado, um conjunto de perfis foram

extráıdos de PANDEY e SINGH [83] cujo bocal utilizado foi de Barschdorff repre-

sentado na Figura 3.1.

Figura 3.1: Geometria do bocal de Barschdorff [145]

Vale ressaltar que a geometria da Figura 3.1 foi utilizada no artigo de PANDEY

e SINGH [83] em suas simulações, entretanto, no presente trabalho foram utilizados

apenas os perfis obtidos pelo autor. Logo, foram utilizados como condição inicial

neste trabalho, e, como o programa não possui acoplamento entre as fases, esses

perfis não mudam ao longo da simulação. Por isso, esse perfis são simulados em

uma geometria mais simples representada na Figura 3.2 com uma malha de 100 nós,

para o cálculo das variáveis que caracterizam a condensação.
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Figura 3.2: Geometria da simulação de água com malha de 100 nós

3.2.2 Geometria para os testes com dióxido de carbono

A geometria empregada no trabalho é a mesma do ARINA [45], cujos pontos da

curva representada pelas equações 3.2 e 3.3 foram gerados por um script em Glyph

dentro do Pointwise.

A(x) = 2.5 + 3

(
x

xg
− 1.5

)(
x

xg

)2

; x ≤ xg, (3.2)

A(x) = 3.5 +

(
x

xg

)(
6− 4.5

(
x

xg

)
+

(
x

xg

)2
)

; x ≥ xg, (3.3)

com x sendo a distância axial e xg a distância da garganta. A geometria gerada

pelas equações acima caracterizam o equipamento com uma entrada e uma sáıda

conforme a Figura 3.3.

Figura 3.3: Geometria do bocal convergente-divergente por Arina (Adaptado de
ARINA [45])

A Tabela 3.1 descreve as caracteŕısticas da geometria adotada para as simulações
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com água.

Tabela 3.1: Caracteŕısticas da geometria usada nas simulações

Geometria Dimensões (m)

Diâmetro da garganta (dg) 0.1128

Comprimento da secção convergente (l) 0.50

Comprimento Total (L) 1.0

Diâmetro da entrada (de) 0.1784

Diâmetro da sáıda (ds) 0.1382

3.2.3 Malhas

Para o teste de convergência de malha correspondente a geometria do ARINA [45]

foi realizada uma simulação com pressão e temperatura na entrada de 4.0MPa e

282K respectivamente. As malhas constrúıdas foram de 200, 400, 600, 800 e 1000

nós, todas quasi-unidimensionais e estruturadas.

Elas seguiram seguiram os critérios estabelecidos pelo foam-extend-4.0, segundo

a utilidade CheckMesh. Dentre os critérios, destacam-se: a razão de aspecto (aspect

ratio), está associada à razão entre as arestas dos elementos da malha, avaliando

se elementos adjacentes não apresentam desproporção de tamanho, e sua condição

ótima ocorre ao aproximar-se de 1.0; a não ortogonalidade (Mesh non-orthogonality),

responsável por representar o ângulo entre a linha conectando o centro de duas

células e o vetor normal à face comum entre elas, avaliando o alinhamento da malha

com o escoamento. Logo quanto mais próximo de zero for esse ângulo, melhor a

malha; o skewness, que mede a distância entre a onde a linha que liga o centro de

dois elementos adjacentes toca na face e o centro geométrico da face em comum

entre eles. Este é um critério que agrega aspectos tanto da razão de aspecto quanto

da não ortogonalidade, e quanto menor seu valor, melhor é considerada a malha.

3.2.4 Condições de contorno

3.2.4.1 Simulações com água

Os perfis axiais de pressão estática, de temperatura e do número de Mach proveni-

entes da simulação de PANDEY e SINGH [83] estão ilustrados nas Figuras 3.4, 3.5

e 3.6 respectivamente.
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Figura 3.4: Perfil de pressão estática de PANDEY e SINGH [83]
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Figura 3.6: Perfil do número de Mach de PANDEY e SINGH [83]

O trabalho de PANDEY e SINGH [83] usou modelo de nucleação clássica, com

modelo de mistura como forma de acoplamento entre as fases. A fase ĺıquida foi

representada pelo modelo de duas equações extras, uma para número de part́ıculas

e outra para fração mássica de ĺıquido. Com isso, ele não considerou a polidispersão

(monodisperso) e usou uma versão modificada da equação de Peng-Robinson para

caracterizar o gás. Suas simulações também foram Quasi-1D usando o método de

AUSM+ para aproximar os fluxos numéricos de Riemann. As condições de contorno

na entrada foram de p0 = 78390Pa e T0 = 380.55K para pressão e temperatura

respectivamente, e na sáıda foi aplicada a condição de Neumann para ambas as

variáveis.

3.2.4.2 Simulações com dióxido de carbono

As condições de contorno de pressão e temperatura usadas nas simulações estão

explicitadas na Tabela 3.2. Elas variam uma das condições de operação, mantendo

a outra constante. No caso das simulações indicadas pelos nomes S-I, S-II, S-III, S-IV

e S-V, a pressão é mantida constante com valor de 4.0 MPa, enquanto a temperatura

varia na faixa de 282K à 290K. Já para os casos denominados S-VI, S-VII, S-I, S-

VIII e S-IX, foi a temperatura que se manteve constante em 282K, enquanto a

pressão variou entre 3.6 MPa à 4.4 MPa. A pressão na sáıda é proveniente da

proporção proposta por ARINA [45] na qual pf = 0.83049 pe, com pf como pressão

na sáıda e pe como de entrada.

66



Tabela 3.2: Condições de contorno de pressão e temperatura na entrada do equipa-
mento usadas nas simulações

Simulações T(K) P(MPa)

S-I 282 4.0

S-II 284 4.0

S-III 286 4.0

S-IV 288 4.0

S-V 290 4.0

S-VI 282 3.6

S-VII 282 3.8

S-VIII 282 4.2

S-IX 282 4.4

Os valores correspondentes para as condições de temperatura e pressão são limi-

tados pelo diagrama de fases do CO2 puro ilustrado na Figura 3.7. Essas faixas de

foram escolhidas pois a fase gasosa estaria mais próxima de condensar, já que, todas

elas iniciam o processo na condição de gás e atravessam para a zona de formação de

ĺıquido. Nessa figura as simulações estão representadas por seus respectivos números

(I à IX).
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Figura 3.7: Diagrama de fases do CO2 com condições de entrada para as simulações
(Adaptado de TOOLBOX [146])

Para a parede, adotou-se velocidade zero. Enquanto isso, nas outras condições de

contorno foi utilizado o tipo gradiente zero, que define que o valor do contorno seja

igual ao da célula adjacente. O significado é que o e seu gradiente é nulo na direção
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perpendicular ao contorno. No caso dos momentos, a condição do tipo gradiente

zero é imposta para todos os contornos. A condição inicial possui os valores de 1,

1× 10−9, 2× 10−18, 6× 10−27,24× 10−36 e 120× 10−45, para os momentos de zero

a cinco respectivamente. Os valores supracitados foram calculados a partir de uma

função Gama conforme citado na revisão bibliográfica.

As propriedades f́ısicas, cujo cálculo não está expĺıcito na revisão bibliográfica,

dentre elas, o número de Prandtl, a viscosidade do gás, a condutividade térmica,

a temperatura e a pressão cŕıticas, o fator acêntrico, o fator de compressibilidade,

a temperatura de ebulição normal e a constante espećıfica do gás foram calculadas

usando a biblioteca do BELL et al. [147].

3.2.5 Esquemas numéricos para solução das EDP’s

Nesta seção é abordada as principais configurações escolhidas no foam-extend-4.0

explicitadas na Tabela 3.3 para as simulações de CO2 eH2O, tanto para discretização

especial e temporal(fvSchemes), como os para os métodos de solução do sistema

linear (fvSolution).

Tabela 3.3: Configurações para simulação dos casos com CO2 e H2O.

fvSchemes fvSolution

ddtSchemes Euler/Runge-Kutta expĺıcito

solvers

rho/rhoU/rhoE diagonal

gradSchemes Gauss linear U/h
smoothSolver

(GaussSeidel)

divSchemes
dbns roe M0/M1/M2

/M3/M4/M5

smoothSolver

(GaussSeidel)default Gauss upwind

Na metodologia numérica, para os termos de gradiente (gradSchemes), foi esco-

lhida a opção denominada Gauss linear que especifica a discretização de volumes

finitos padrão pela integração de Gauss que requer a interpolação de valores dos

centros das células para os centros das faces. O esquema de interpolação é dado

pela palavra linear, caracterizando a interpolação linear ou diferenças centrais. O

esquema denominado Gauss upwind foi utilizado não só para os termos advectivos

(divSchemes) na simulação do caso teste com água, mas também para os momentos,

entalpia e velocidade do caso teste com CO2. Para solução do problema de Riemann

encontrado no caso teste com CO2 foi escolhido o método de Roe-Pike [119] com

limitador de fluxo de primeira ordem e foi realizada a interpolação (interpolationS-

chemes) de ρ de forma linear para explicitar as variáveis U e T que são calculadas

na forma conservada (ρφ). No caso da discretização temporal (ddtSchemes) foi uti-

lizado em Euler expĺıcito para as variáveis do caso teste com água. Já para o caso
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teste com CO2, as variáveis caculadas pelos fluxos aproximados por Roe Pike usam

Ruge Kutta de quarta ordem com baixo armazenamento [120], e as outras variáveis,

como os momentos, a entalpia e a velocidade, usam Euler impĺıcito [96].

As matrizes geradas a partir da discretização dos termos supracitados são es-

parsas, significando que elas predominantemente incluem coeficientes com valor 0,

consequentemente, os métodos numéricos são geralmente iterativos, isto é, eles são

baseados na redução da equação residual sobre soluções sucessivas. O reśıduo é

uma medida do erro na solução, de forma que quanto menor ela for, mais precisa

será a solução. Logo, o reśıduo é avaliado substituindo a solução atual no sistema

de equações e tomando a magnitude da diferença entre os lados esquerdo e direito.

Ele também é normalizado para torná-lo independente da escala do problema que

está sendo analisado. Antes de resolver uma equação para um campo espećıfico, o

reśıduo inicial é avaliado com base nos valores atuais do campo. Após cada iteração

do solver, o reśıduo é reavaliado. O solver é interrompido se o reśıduo cai abaixo da

tolerância determinada em (tolerance) ou o número de iterações excede um número

máximo de iterações (maxIter).

O método iterativo usado foi Gauss-Seidel [96] com número de varreduras padrão

(nSweeps), antes que o reśıduo seja recalculado, seguindo os parâmetros de to-

lerância. Outro parâmetro importante é relaxationFactors que controla o sub-

relaxamento, uma técnica usada para melhorar a estabilidade de um cálculo, par-

ticularmente na solução de problemas de estado estacionário. O sub-relaxamento

funciona limitando a quantidade que uma variável muda de uma iteração para a se-

guinte, modificando a matriz e a fonte da solução antes de resolver para um campo

ou modificando o campo diretamente. Uma escolha ótima do fator de relaxação é

aquela que é pequena o suficiente para assegurar uma solução estável, mas grande

o suficiente para mover o processo iterativo adiante rapidamente. Dito isso, o valor

utilizado foi o padrão do programa 0.5.

As simulações são transientes passo de tempo ajustável para manter o número de

Courant máximo menor que 1. O número de Courant [115]( Equação 2.114), o qual

deve ser próximo a 1.0 em muitos casos para que haja garantia de convergência. O

tempo total de simulação de 0.6 s que corresponde à mais de cinco vezes o tempo de

residência dos escoamentos simulados. Vale ressaltar que a simulação é transiente

apenas por razões numéricas, já que o interesse é no estado estacionário.
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Caṕıtulo 4

Resultados e Discussões

Os principais resultados obtidos para as variáveis do escoamento das fases dispersa

e cont́ınua, através da amostragem dos perfis axiais para CO2 e H2O, são discutidos

nos parágrafos seguintes. Também foi realizado um comparativo de diferentes mode-

los para taxa de nucleação para ambas substâncias e são apresentados os resultados

do teste de malha.

4.1 Convergência de malha para caso com CO2

Para o teste de malha, a taxa de nucleação foi a primeira variável escolhida para

avaliar a convergência da malha por possuir elevados gradientes após a garganta do

equipamento (Figura 4.1), e o raio médio evidenciado na Figura 4.2 como segunda

variável.
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Figura 4.1: Teste de malha para taxa de nucleação.

70



10
-9

10
-8

10
-7

10
-6

 0.4  0.5  0.6  0.7  0.8  0.9  1

r 32
[m

]

x[m]

200
400
600
800

1000

Figura 4.2: Teste de malha para raio médio.

A malha selecionada para as simulações foi a de 600 nós (Figura 4.3) já que

apresentou menos oscilações relacionadas ao raio médio em relação as malhas com

mais elementos, como as de 800 e 1000 nós. Esse resultado é incomum, e precisa ser

melhor avaliado no futuro. Segundo o CheckMesh, ela apresentou razão de aspecto

máxima aproximadamente de 101.661. Este valor elevado pode ser oriundo, do

elementos de malha unidimensionais gerados conforme a sua largura é reduzida no

refino. A não ortogonalidade média de 1.90202 e máxima de 44.3347 para uma face

e skewness máximo de 1.13594.

Figura 4.3: Malha uni-dimensional de 600 nós

4.2 Comparação entre os modelos para taxa de

nucleação

Dada a importância dos termos-fonte na modelagem da condensação, foi realizado

um estudo mais detalhado dos modelos referentes à taxa de nucleação e suas res-
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pectivas aplicações para CO2. Uma comparação entre diferentes modelos para a

taxa de nucleação foi feita, para escolher o modelo que se ajuste melhor aos dados

experimentais para água de MILLER et al. [148] e WÖLK e STREY [88].

4.2.1 Avaliação para água

Primeiramente, foi avaliado o comportamento dos modelos mantendo a tempera-

tura do gás constante, a fim de observar a dependência da taxa de nucleação em

relação à supersaturação. Os resultados estão apresentados nas Figuras ??, para

as temperaturas de 220K, 230K, 240K, 250K e 260K, respectivamente. Esse es-

tudo foi realizado para os modelos Clássico (CL:Equação 2.61), modificado interna-

mente consistente (ICCT: Equação 2.66), com correção de Courtney (Equação 2.62),

com correção correção Não-isotérmica (Kantrowitz:Equação 2.63) e com correção de

Lamanna (Equação 2.67), em comparação com dados experimentais de WÖLK e

STREY [88]. A faixa de temperatura foi escolhida baseada na disponibilidade dos

dados experimentais. O comportamento observado nas figuras relacionadas à água

foi extrapolado para comparação qualitativa com o dióxido de carbono, visto que,

não foram encontrados dados experimentais para ele. Como o padrão extrapolado

repete-se com o aumento da temperatura, foi ilustrado somente para a de 220K.
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Figura 4.4: Comparação entre os modelos da taxa de nucleação para H2O com
dados experimentais [88] à temperatura constante de 220K. (a) gráfico ampliado e
(b) gráfico aproximado
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Figura 4.5: Comparação entre os modelos da taxa de nucleação para H2O com dados
experimentais [88] à temperatura constante de 230K
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Figura 4.6: Comparação entre os modelos da taxa de nucleação para H2O com dados
experimentais [88] à temperatura constante de 240K.
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Figura 4.7: Comparação entre os modelos da taxa de nucleação para H2O com dados
experimentais [88] à temperatura constante de 250K.
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Figura 4.8: Comparação entre os modelos da taxa de nucleação para H2O com dados
experimentais [88] à temperatura constante de 260K.
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Como pode ser observado, o modelo ICCT e a o modelo com correção de La-

manna possuem os maiores desvios em relação ao modelo clássico e aos dados ex-

perimentais, portanto, suas aplicabilidades requerem mais estudos. Nota-se que,

em temperaturas mais baixas, o modelo clássico abrange uma boa parte dos da-

dos experimentais, como ilustrado nas Figuras 4.4 e 4.5. Entretanto, percebe-se

um tendência relacionada a diminuição da temperatura para o modelo de Lamanna

(Figura 4.4). No caso da temperatura de 240K, os dados experimentais começam

a sofrer um desvio da teoria clássica com valores mais elevados de supersaturação,

como mostra a Figura 4.6. Tal fato deve-se à ausência da correção relacionada ao

efeito da pressão parcial nos aglomerados, que fica mais intenso com o aumento

da supersaturação. Por isso, com o aumento da temperatura e da supersaturação,

os dados experimentais são melhor representados pela Correção de Courtney, como

mostram as Figuras 4.7 e 4.8

Quando a temperatura do gás é constante, as curvas J-S de diferentes modelos

de nucleação são muito semelhantes. Isso pode ser um ind́ıcio que o principal fator

de influência entre os diferentes modelos é a temperatura do gás. Dito isso, um

estudo com o objetivo de avaliar a influência da temperatura na taxa de nucleação

é ilustrado na Figura 4.9. Nela a taxa de nucleação é mantida constante com va-

lor de J = 10000cm−3.s−1 e a supersaturação e temperatura variam na faixa de

disponibilidade dos dados experimentais.
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Figura 4.9: Comparação entre os modelos da taxa de nucleação para H2O com dados
experimentais [148] à taxa de nucleação constante de J = 10000cm−3.s−1.

Observa-se que a correção de Courtney abrange boa parte dos dados experimen-

tais de supersaturação, e, a medida que a temperatura aumenta, as supersaturações

previstas pelos diferentes modelos ficam mais próximas, com exceção do modelo in-
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ternamente consistente, cujo desvio é superior em relação aos dados experimentais.

Face ao exposto, nessa faixa de temperatura avaliada, o modelo Clássico encontra-se

mais próximo dos dados experimentais nas temperaturas inferiores à 240K. Já para

temperaturas acima de 240K o modelo de Courtney abrange a maior parte dos da-

dos. Um estudo mais aprofundado voltado para faixas de temperaturas superiores é

necessário, já que modelos como o de correção não isotérmica podem se aproximar

dos dados experimentais, como mostra a tendência na Figura 4.9.

Em seguida, também foram avaliados os comportamentos dos modelos para CO2,

a fim de verificar semelhanças qualitativas para outra substância.

4.2.2 Avaliação para dióxido de carbono

A prinćıpio, foi avaliado o comportamento dos modelos mantendo a temperatura do

gás constante assim como no tópico anterior. Estes resultados estão ilustrados nas

Figuras ??.
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Figura 4.10: Comparação entre os modelos da taxa de nucleação para CO2 à tem-
peratura constante de 220K. (a) gráfico ampliado e (b) gráfico aproximado.
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Figura 4.11: Comparação entre os modelos da taxa de nucleação para CO2 à tem-
peratura constante de 230K. (a) gráfico ampliado e (b) gráfico aproximado.
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Figura 4.12: Comparação entre os modelos da taxa de nucleação para CO2 à tem-
peratura constante de 240K. (a) gráfico ampliado e (b) gráfico aproximado.
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Figura 4.13: Comparação entre os modelos da taxa de nucleação para CO2 à tem-
peratura constante de 250K. (a) gráfico ampliado e (b) gráfico aproximado.
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Figura 4.14: Comparação entre os modelos da taxa de nucleação para CO2 à tem-
peratura constante de 260K. (a) gráfico ampliado e (b) gráfico aproximado.

Com os resultados acima, nota-se, uma semelhança no comportamento qualita-

tivo das curvas. Todavia, os valores de supersaturação são expressivamente inferiores

em relação aos da água, para atingir uma mesma taxa de nucleação. Tal fenômeno

ocorre pois, a linha de Wilson [149], que indica o ińıcio da condensação para cada

tipo de bocal, ocorre em baixos valores supersaturações para o CO2 como obser-

vado na literatura [150]. Enquanto que, no caso da água, essa linha encontra-se em

elevadas supersaturações.

Nos casos com baixas temperaturas e baixos valores de supersaturação, o mo-

delo modificado internamente consistente desvia de todos os outros, e a correção

de Courtney permanece próxima ao modelo clássico e à correção de Lamanna (Fi-

gura 4.10 e Figura 4.11). Entretanto, quando o valor da supersaturação aumenta, o

modelo clássico se aproxima do modelo modificado internamente consistente, como

visto na Figura 4.11(a). Tal comportamento pode ser justificado pela menor in-
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fluência da tensão interfacial do CO2 em relação ao comportamento observado na

H2O. Em temperaturas mais elevadas, a correção de Lamanna aumenta o desvio em

relação às outras teorias (Figura 4.14(b)), enquanto que, as correções não-isotérmica,

de Courtney e o modelo modificado internamente consistente se aproximam com o

aumento da supersaturação, como mostra a Figura 4.14(a).

Para a segunda análise, o comportamento também qualitativamente semelhante

e pode ser observado na Figura 4.15. Contudo, o maior desvio, em relação aos outros

modelos, é observado para a correção de Lamanna, mesmo com baixos valores de

supersaturação.
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Figura 4.15: Comparação entre os modelos da taxa de nucleação para CO2 à taxa
de nucleação constante de J = 10000cm−3.s−1.

4.3 Caso teste para água

Nesta seção, são discutidos os resultados obtidos para a simulação do caso teste

com água. A alteração no comportamento observado, para os campos de tempera-

tura (Figura 3.5) e pressão (Figura 3.4), é devido ao calor liberado pelo processo

de condensação, que tende a desacelerar o escoamento, como observado no perfil do

número Mach (Figura 3.6). Esse calor liberado é chamado de subcŕıtico pois o esco-

amento permanece supersônico mesmo após o choque de condensação. Além disso,

a corrente de entrada do bocal é vapor superaquecido, podendo ser confirmado pelos

valores baixos de supersaturação (S < 1) ilustrados Figura 4.16. O valor máximo

de supersaturação atingido foi acima de 10.0, sendo próximo ao valor encontrado

por A. [151].
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Figura 4.16: Perfil de supersaturação calculado pelo programa condensationFoam

Durante a expansão no bocal, o ińıcio da transição de fase através da nucleação

não ocorre até que a taxa de supersaturação se torne alta suficiente para reduzir

o raio cŕıtico r∗, tornando o sistema energeticamente favorável para a formação

dos núcleos de condensação em um vapor supersaturado. Esse comportamento está

ilustrado de forma qualitativa na Figura 2.5 apresentada na seção de revisão bibli-

ográfica. Nela, vários graus de supersaturação são representados em um gráfico da

energia livre de Gibbs pelo raio de gota. Pode-se observar que conforme o grau de

supersaturação aumenta, o valor do raio cŕıtico reduz, e consequentemente, a ener-

gia livre de Gibbs para alcançá-lo também. Depois disso, o processo de nucleação

forma uma quantidade considerável desses aglomerados cŕıticos, como ilustrado no

Figura 4.17. A taxa de nucleação máxima encontrada pelo aplicativo foi da ordem

de 1023.
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Figura 4.17: Comparação dos perfis da taxa de nucleação calculados pelo programa
condensationFoam, por Pandey [151] e por Dykas [152]

A taxa de nucleação obtida por Dykas, que possui validação experimental para

o choque de condensação na pressão, está mais próxima do valor calculado pelo

programa condensationFoam proposto neste trabalho, quando comparado com a

prevista por A. [151]. Tal fato evidencia que o modelo proposto possui uma capaci-

dade de predição mais acurada para essa variável.

O calor liberado pela condensação tende a diminuir a supersaturação, o super-

resfriamento (Figura 4.18), e também a taxa de nucleação. O super-resfriamento

alcançou cerca de 40K pelo aplicativo condensationFoam e também pelo autor [151].

Como consequência da redução dessas propriedades, não são formados mais aglo-

merados e o número de gotas permanece constante como visto em Figura 4.19.

Figura 4.18: Perfil axial de super-resfriamento calculado pelo condensationFoam
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Figura 4.19: Comparação dos perfis do número de gotas calculados pelo programa
condensationFoam, por Pandey [151] e por Dykas [152]

O número de gotas formados também foi comparado com os dois autores e

o valor calculado pelo programa condensationFoam também foi mais acurado,

aproximando-se de 1019, sendo a mesma ordem de grandeza encontrada por DY-

KAS e WRÓBLEWSKI [152].

Em seguida, a fração mássica de ĺıquido e o raio médio das gotas continuam a

aumentar, como observado nas Figuras 4.20 e 4.21, respectivamente. Esse compor-

tamento é justificado, uma vez que o escoamento entra na região de condensação à

medida que a magnitude do termo de crescimento de gotas aumenta como ilustrado

na Figura 4.22.
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Figura 4.22: Perfil do termo de crescimento de gota para água

Em seguida, estes resultados também foram comparados com a literatura

[151, 152] e o raio médio, não só é superestimado em relação aos valores encon-

trados pelos autores, mas também, surge antes do esperado. Entretanto seu perfil

qualitativa está amsi próximo do de DYKAS e WRÓBLEWSKI [152] em relação a

simulação do outro autor. Ele atinge um máximo de 0.11µm, enquanto que, A. [151]

encontra 0.08µm, e DYKAS e WRÓBLEWSKI [152] em torno de 0.04µm. Esses

valores também foram comparados com o valor experimental do raio encontrado por

Barschdorff, que mede cerca de 0.066µm. Uma das posśıveis causas para o compor-

tamento superestimado pela simulação do condensatioFoam, em relação à todos os
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autores, é a introdução de uma semente para iniciar o algoritmo de Chebyshev no

ińıcio da simulação, pois, o crescimento do raio só pode ocorrer antes da nucleação,

caso existam aglomerados antes dela, ou seja, provavelmente a semente usada para

inicializar o algoritmo de inversão dos momentos atuou como um núcleo de con-

densação antes da nucleação. Ademais, a fração mássica de ĺıquido é significativa

somente após o valor máximo da taxa de nucleação ser atingido e a temperatura do

vapor atingir o equiĺıbrio, e não diminui mesmo após o choque de condensação, evi-

denciando a irreversibilidade do processo. A fração mássica quando comparada com

os outros autores foi subestimada isso pode estar relacionado com a escolha do mo-

delo de crescimento de gotas, que naturalmente, possui sua magnitude subestimada

em comparação com os dados experimentais.

O valor do crescimento de gotas também foi superestimado quando comparado

com a literatura [31]. Os valores encontrados para o bocal de MOSES e STEIN [153]

são inferiores à 1000µm.s−1. Provavelmente, esse comportamento superestimado

pode ser devido à mesma razão anterior.

A distribuição de part́ıculas ao longo do bocal é observada na Figura 4.23, cuja

maioria das part́ıculas possui um raio médio de 0.1µm

Figura 4.23: Comportamento da distribuição de gotas.

Face ao exposto, alguns comportamentos avaliados acima podem ser observados,

de forma conjunta, nas Figuras 4.24 e 4.25, onde, a primeira ilustra o comportamento

da fase cont́ınua ao longo do bocal, através da temperatura, pressão, número de

Mach e supersaturação. A segunda evidencia o comportamento da fase dispersa ao

longo do bocal usando variáveis como raio médio, fração mássica, taxa de nucleação

e número total de part́ıculas.
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Figura 4.25: Comportamento das variáveis da fase dispersa ao longo do bocal.

No caso da fase cont́ınua o choque condensação ocorre aproximadamente na

posição de 0.15m elevando a magnitude das propriedades como temperatura e
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pressão, enquanto reduz os valores de supersaturação e o número de Mach Fi-

gura 4.24. Em seguida, na Figura 4.25 é posśıvel observar que a mudança nas

variáveis como fração mássica (surgimento) e raio médio (aumento na magnitude

pela segunda vez) ocorre exatamente após esse choque (parte superior da figura),

que provoca a queda na taxa de nucleação e estabiliza o número de gotas (parte in-

ferior da figura). Nota-se também que a taxa de nucleação começa a aumentar logo

depois que a supersaturação ultrapassa o valor de 1.0. Em resumo, essas duas figu-

ras ilustram que o fenômenos ocorrem na ordem cronológica e sincronismo esperados

para a condensação dentro de um bocal convergente-divergente.

Também foram calculados as quantidades de calor e massa que a fase dispersa

libera para a fase cont́ınua, por unidade de volume, por unidade de tempo, e ilus-

tradas na Figura 4.26.
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Figura 4.26: Comportamento dos fluxos de massa(superior) e calor (inferior) ao
longo do bocal.

Como pode ser inferido, os fluxos de calor e massa são os responsáveis pelo cho-

que da condensação, pois, à medida que aumenta sua magnitude, as propriedades do

escoamento são modificadas, já que eles são termos fonte para as equações de trans-

porte da fase cont́ınua. O fluxo de massa atinge o valor máximo de 0.339kg.cm−3.s−1,

e o de calor o valor 222.16kJ.cm−3.s−1. As propriedades como pressão e tempera-

tura aumentam, enquanto o número de Mach diminui. Dito isso, faz-se necessário o

acoplamento entre as fases para que, não só seja observado o choque de condensação,

mas também, devido à relevância associada à magnitude dos fluxos entre as fases.

89



Outro ponto significativo desse choque está associado à maioria das validações na

literatura, visto que, são baseadas em sua identificação no campo de pressão.

Resumidamente, o aplicativo condensationFoam implementado é capaz de pre-

dizer o comportamento qualitativo do raio de médio e da fração mássica de ĺıquido.

Entretanto, é necessário encontrar uma forma de evitar o uso de uma semente para

inicializar o algoritmo, visto que, ela pode interferir nos resultados dessas variáveis

da fase dispersa. Ele também é capaz de obter os valores da a taxa de nucleação e

do número total de gotas com uma acurácia satisfatória. Por último, consegue de

representar o fenômeno completo da condensação, incluindo magnitude e localização

da liberação de calor e massa provenientes fase dispersa.

4.4 Caso teste para dióxido de carbono

Na seção subsequente, serão discutidos os resultados referentes ao escoamento no

bocal do Arina, com dióxido de carbono puro, para diferentes condições operacionais

de entrada.

4.4.1 Caracteŕısticas do escoamento da fase cont́ınua

Dentre as principais variáveis da fase cont́ınua, responsáveis pela condensação, estão

a temperatura e pressão, cujos perfis são ilustrados nas Figuras 4.27 e 4.28 respec-

tivamente.
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Figura 4.28: Perfis de pressão ao longo do bocal, para diferentes pressões de entrada
e à temperatura contante de 282K.

À medida que o escoamento acelera alcançando a condição sônica (Ma = 1)

na garganta e, na seção divergente, alcança a condição de escoamento supersônico

(Ma > 1), como mostrado na Figura 4.29. Isso acarreta na redução drástica da tem-

peratura depois da expansão, que alcança o valor mı́nimo de 225.43K na simulação

IX como observado na Figura 4.27. Este fenômeno, atuando junto com a queda da

pressão, que atinge o menor valor na simulação VI de 1.31MPa (Figura 4.28), são

os principais fatores responsáveis pela condensação no equipamento de separação.

Figura 4.29: Perfis do número de Mach ao longo do bocal.
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4.4.1.1 Super-resfriamento

O vapor superaquecido entrará em um estado de super-resfriamento, junto com a

rápida expansão, como ilustrado nas Figuras 4.30 e 4.31. Na ausência de part́ıculas,

a transição de fase é precedida pela nucleação homogênea. Com isso, é necessário

um ńıvel adequado de super-resfriamento (∆T ) para que a nucleação ocorra. O

grau máximo de super-resfriamento atinge um valor superior à 10K, o que indica

um estado de equiĺıbrio metaestável da fase de vapor. Este valor é próximo ao

observado no trabalho de SUN et al. [28] com cerca de 11K para a condição de

entrada de 4.0MPa e 283.15K de pressão e temperatura respectivamente. Como o

programa implementado não possui ainda o acoplamento entre as fases, o choque

de condensação não ocorre. Logo, é a onda de choque dentro do equipamento que

levará ao decĺınio do grau de super-resfriamento à medida que a temperatura e a

pressão aumentam.
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Figura 4.30: Perfis de super-resfriamento ao longo do bocal, para diferentes tempe-
raturas de entrada e à pressão constante de 4.0MPa.
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Figura 4.31: Perfis de super-resfriamento ao longo do bocal, para diferentes pressões
de entrada e à temperatura constante de 282K.

Portanto, os casos com maior pressão e temperatura mais baixa na entrada

atingiram um grau de super-resfriamento superior à 10K, como na simulação IX. No

entanto, a condição oposta alcança apenas cerca de 5K como visto nas figuras acima.

Além disso, quando a temperatura de entrada é menor ou a pressão de entrada

é maior, a condição de super-resfriamento é atingida mais próxima da garganta

do bocal. Como consequência, o processo de nucleação ocorre mais cedo nessas

condições. Uma ilustração do campo dentro do bocal que atinge o maior valor de

super-resfriamento pode ser observado na Figura 4.32.

Figura 4.32: Perfil de super-resfriamento ao longo do bocal da simulação IX

4.4.1.2 Supersaturação

Quando o fluido sofre expansão através de um bocal supersônico, devido ao res-

friamento rápido, a fase de vapor se afasta das distribuições de fase no equiĺıbrio.

Logo, ela não irá condensar logo após ultrapassar a linha de saturação, atingindo

um elevado grau de supersaturação, principal evidência de um estado de equiĺıbrio
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metaestável. Portanto, uma condição importante para promover a nucleação está

relacionada a um alto grau de supersaturação, que é alcançado pelo aumento do

grau de super-resfriamento, e esta relação está representada pela Equação 2.89 na

revisão bibliográfica. O comportamento da supersaturação em relação às mudanças

nas condições de entrada pode ser visto em Figura 4.33 e Figura 4.34.
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Figura 4.33: Perfis de supersaturação ao longo do bocal, para diferentes temperatu-
ras de entrada e à pressão constante de 4.0MPa.

Figura 4.34: Perfis de supersaturação ao longo do bocal, para diferentes pressões de
entrada e à temperatura constante de 282K.

As curvas com os valores de temperatura mais altos, combinados com os valores

de pressão mais baixos na entrada, atingem os ńıveis mais baixos de supersaturação

dentro do bocal. Assim, nessas condições, não só a taxa de nucleação é menor, mas
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também ocorre mais distante da garganta. Isso implica na redução de número de

núcleos de condensação formados, afetando diretamente a eficiência da condensação

e, consequentemente, do processo de separação. A supersaturação mais alta al-

cançada no bocal foi de 1.8 na simulação IX, enquanto que a mais baixa atinge

1.26 na simulação V. Percebe-se que a supersaturação de CO2 atingida em bocais

supersônicos é muito inferior quando comparada com a água, corroborando com

resultados reportados na literatura [150]. O perfil, que atinge o maior valor de

supersaturação dentro do bocal, pode ser visto na Figura 4.35.

Figura 4.35: Perfil de supersaturação ao longo do bocal da simulação IX

4.4.2 Caracteŕısticas do escoamento da fase dispersa

Por fim, as variáveis do escoamento disperso para os testes com CO2 estão explici-

tadas no tópico seguinte.

4.4.2.1 Raio cŕıtico

No caso dos raios cŕıticos, o comportamento observado para a pressão constante na

Figura 4.36 é condizente com a equação Equação 2.47, que expressa a dependência do

raio cŕıtico como diretamente proporcional à temperatura do gás através da tensão

interfacial (função da temperatura).
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Figura 4.36: Perfis dos raios cŕıticos ao longo do bocal à pressão constante de 4.0MPa

Para as análises com temperatura constante, como a pressão atua diretamente na

supersaturação, sua dependência com essa variável é não linear, através do logaritmo

neperiano. Com isso, o menor raio cŕıtico é observado com a pressão de 4.0MPa

enquanto o maior com pressão de 3.8MPa. Isso denota que, existe a necessidade de

mais energia para atingir o maior tamanho de raio cŕıtico, acarretando na formação

de menos aglomerados com esse tamanho inicial, em condições de baixa pressão e

elevada temperatura na entrada.

Figura 4.37: Perfis dos raios cŕıticos ao longo do bocal à temperatura constante de
282K
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4.4.2.2 Taxa de nucleação

O comportamento da taxa de nucleação dentro do bocal com diferentes condições

de entrada é representado nas Figuras 4.38 e 4.39.

100

105

1010

1015

1020

1025

1030

 0  0.1  0.2  0.3  0.4  0.5  0.6  0.7  0.8  0.9  1

J[
m

-3
.s

-1
]

x[m]

I:282K
II:284K
III:286K
IV:288K
V:290K

Figura 4.38: Perfis das taxas de nucleação ao longo do bocal, para diferentes tem-
peraturas de entrada e à pressão constante de 4.0MPa.

Percebe-se que a taxa de nucleação sofre maior influência da variação na pressão

de entrada quando comprada com a variação da temperatura. Isso, provavelmente,

indica uma correlação mais forte dessa variável com pressão quando comprada à

temperatura.

Figura 4.39: Perfis das taxas de nucleação ao longo do bocal, para diferentes pressões
de entrada e à temperatura constante de 282K.
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As curvas com a maior temperatura e com a menor pressão apresentaram as

taxas de nucleação mais baixas e mais distantes da garganta. Esse fenômeno está

relacionado ao grau de supersaturação do escoamento principal, que é menor. Como

consequência, o número de got́ıculas formadas é menor na condição acima mencio-

nada. Ademais, na condição de entrada da simulação V a nucleação não ocorreu,

provavelmente pelo grau de super-resfriamento insuficiente, com cerca de 5K. A

localização da maior taxa de nucleação dentro do bocal pode ser aferida na Fi-

gura 4.40.

Figura 4.40: Perfil da taxa de nucleação ao longo do bocal da simulação IX

4.4.2.3 Número total de part́ıculas

As condições do escoamento não afetam apenas o número total de gotas por uni-

dade de volume, mas também o raio das gotas. Nas Figuras 4.41 e 4.42 verifica-se

o perfil do número de gotas no bocal. Durante a expansão do gás, as moléculas de

vapor colidem umas com as outras e coalescem produzindo continuamente o núcleo

cŕıtico. Sob esta circunstância, um grande número de gotas aparecerá, quando o

núcleo de condensação atingir o raio cŕıtico. Depois disso, o crescimento das gotas

liberará uma grande quantidade de calor latente para a fase de vapor, diminuindo

o grau de super-resfriamento e o estado de equiĺıbrio será atingido. Nesse instante,

o número de gotas permanece estável. Entretanto, como o aplicativo foi implemen-

tado sem acoplamento da fase dispersa com a fase cont́ınua, a quantidade de calor

e massa liberados não afetam a fase cont́ınua. Por conseguinte, o fator responsável

pela estabilização do número de gotas é a onda de choque, pois, faz com que as pro-

priedades do escoamento mudem de direção bruscamente. Vale ressaltar que, como

na simulação V não ocorreu a nucleação, por conseguinte, não houve a formação de

part́ıculas nela, como evidenciado na Figura 4.41.
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Figura 4.41: Perfis do número de gotas ao longo do bocal, para diferentes tempera-
turas de entrada e à pressão constante de 4.0MPa.

Figura 4.42: Perfis do número de gotas ao longo do bocal, para diferentes pressões
de entrada e à temperatura constante de 282K.

Uma ilustração do comportamento da simulação IX que atinge o maior número

de part́ıculas pode ser observado na Figura 4.43, com cerca de 4, 28.1022 part́ıculas

por volume.
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Figura 4.43: Perfil do número de gotas ao longo do bocal da simulação IX.

4.4.2.4 Raio médio das part́ıculas

Constate-se que, com o aumento da pressão ou diminuição da temperatura de en-

trada, o raio médio de Sauter das gotas (r32 =
µ3

µ2

) aumenta, conforme mostrado nas

Figuras 4.44 e 4.45. Estes resultados estão qualitativamente consoantes com BIAN

et al. [64], além de apresentar a mesma ordem de magnitude, de 10−7 m, encontrada

pelo autor de 3.90 × 10−7 com condições de entrada de 6.0MPa e 273.15K para

pressão e temperatura, respectivamente.
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Figura 4.44: Perfis dos raios médios ao longo do bocal, para diferentes temperaturas
de entrada e à pressão constante de 4.0MPa
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Figura 4.45: Perfis dos raios médios ao longo do bocal, para diferentes pressões de
entrada e à temperatura constante de 282K

As oscilações observadas no raio médio podem estar relacionadas à onda de

pressão, devido ao seu aumento com a alteração da pressão de entrada. Todavia,

não estão associadas à onda de choque, já que ocorrem antes dela. Também pode ser

considerado algo associado à geometria, visto que elas ocorrem depois da garganta, e

essa possibilidade já foi reportada na literatura [37]. Pois, dependendo do tamanho

da garganta, podem ocorrer pequenas ondas de compressão, influenciando o processo

de condensação na linha central. Logo, esse comportamento oscilatório deve ser

investigado de forma mais detalhada futuramente. A Figura 4.46 abaixo ilustra o

perfil do maior raio médio encontrado.

Figura 4.46: Perfil do raio médio ao longo do bocal da simulação IX

4.4.2.5 Fração mássica de liquido

Outra variável observada foi a fração mássica de ĺıquido para diferentes temperaturas

de entrada, expressa na Figura 4.47, para a pressão constante de 4.0MPa.
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Figura 4.47: Perfis da fração mássica de ĺıquido ao longo do bocal, para diferentes
temperaturas de entrada e à pressão constante de 4.0MPa

Baseado na figura acima, verifica-se um o comportamento semelhante às outras

variáveis, cuja menor temperatura de entrada proporcionou uma fração mássica de

ĺıquido maior. Essa caracteŕıstica é evidenciada na Figura 4.47. Conforme a redução

da temperatura, essa fração torna-se quase despreźıvel, visto que seu valor máximo

em 286K é da ordem de 10−10. No caso das simulações correspondentes à fração

mássica de ĺıquido à temepratura constante, conforme a pressão aumenta, o aplica-

tivo gera valores não f́ısicos para a fração mássica. Esses valores só entram em uma

faixa fisicamente consistente, com pressões abaixo de 4.0MPa. Tal inconsistência

f́ısica, pode estar relacionada com o método de discretização Upwind para os termos

advectivos nas equações dos momentos, originando uma difusão numérica com o

aumento repentino da pressão, na região da onda de choque. Outra possibilidade

está associada à interferência dessa onda na aproximação do termo de crescimento

de gota, posto que essa variável também é superestimada, como mostram as figuras

4.48 e 4.49.
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Figura 4.48: Perfis do crescimento de gota ao longo do bocal, para diferentes tem-
peraturas de entrada e à pressão constante de 4.0MPa

Figura 4.49: Perfis do crescimento de gota ao longo do bocal, para diferentes pressões
de entrada e à temperatura constante de 282K

Entretanto, as oscilações ocorrem no mesmo ponto das observadas no raio médio,

destacando a necessidade dessa investigação. Como não existem dados na literatura

sobre o crescimento de gota para CO2, nada pode ser afirmado no que tange a

magnitude desse termo. Uma alternativa para melhorar as oscilações, e a incon-

sistência f́ısica, é a implementação do cálculo dos fluxos numéricos dos momen-

tos, dentro da metodologia de Roe-Pike presente no aplicativo original dbnsFoam.

Posto que, os fluxos numéricos, para a solução de equações hiperbólicas, através

de métodos conservativos, são mais robustos. Ademais, eles também resolvem os
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campos caracteŕısticos intermediários com elevada precisão [154]. Por fim, foram

calculados a massa e o calor de condensação, que atingiram os valores máximos de

1511.03kg.cm−3.s−1 e 54938.7kJ.cm−3.s−1 respectivamente.
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Caṕıtulo 5

Conclusões e recomendação para

trabalhos futuros

Nesse capitulo, são apresentadas as principais conclusões do presente trabalho. No

que tange ao estudo da modelagem do termo da taxa de nucleação, a correção de

Courtney intercalada com o modelo clássico, para determinadas faixas de tempera-

tura, abrange a maioria dos pontos experimentais. Diante disso, como o CO2 possui

comportamento qualitativo similar, também foi utilizado um modelo h́ıbrido para

taxa de nucleação, nas simulações do bocal com escoamento supersônico.

Foi posśıvel a implementação no pacote CFD foam-extend-4.0 de um novo apli-

cativo denominado condensationFoam, através da união do aplicativo original

dbnsFoam com o código em C++, contendo a modelagem da condensação completa.

O código criado inclui as equações de transporte dos momentos, a modelagem dos

termos de nucleação e crescimento e o algoritmo de inversão dos momentos, pelo

método de Chebyshev, totalmente acoplados.

Os testes preliminares do aplicativo foram promissores para o escoamento de

vapor de água, principalmente, para a etapa inicial da condensação, visto que, a taxa

de nucleação e o número total de part́ıculas atingiram a mesma ordem de grandeza

prevista pela literatura. Ademais, o aplicativo calcula as principais variáveis, que

representam o fenômeno f́ısico, com um resultado qualitativo coerente, dado os perfis

de pressão e temperatura no estado estacionário. Além disso, também considera a

polidispersão das part́ıculas formadas no escoamento.

Quanto as simulações do escoamento supersônico no bocal convergente-

divergente, contendo CO2 puro, nota-se a diferença nas condições termodinâmicas

do gás para condensar, como os graus de supersaturação e de super-resfriamento

inferiores aos encontrados no escoamento com vapor de água. Também constata-se

que, as melhores condições para condensação, caracterizam-se por elevadas pressões

e baixas temperaturas na entrada do bocal. Com isso, a simulação IX, foi o caso mais

promissor para condensação. Apesar da incerteza na origem de algumas oscilações
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observadas, o aplicativo foi capaz de calcular variáveis primordiais para predição da

condensação. Dentre elas, supersaturação, super-resfriamento, raio médio, taxa de

nucleação e número total de part́ıculas, com comportamento qualitativo consoante

com a literatura.

Por fim, serão algumas diretrizes para posśıveis trabalhos futuros. Primeira-

mente, como os termos de troca entre as fases influenciam diretamente ambos os

escoamentos, provocando um choque no escoamento da fase cont́ınua, e somente

através dele, é posśıvel observar o crescimento de gotas. A necessidade do acopla-

mento entre as fases torna-se uma diretriz prioritária para os trabalhos seguintes.

Outra vertente a ser seguida, é a implementação no código da condensação

usando gás real, já que as condições de operação para CO2 estão longe da idea-

lidade. Para isso, também será preciso mudar uma parte da modelagem referente à

taxa de nucleação, e às propriedades termodinâmicas.

Mais uma possibilidade de ampliação do trabalho, envolveria a implementação

dos fluxos numéricos dos momentos, pois, apesar dessa abordagem ser amplamente

utilizado na literatura para escoamentos supersônicos, não está implementado no

código original do foam-extend-4.0. Com isso, existe uma forte possibilidade de

redução inconsistência f́ısica, proveniente de problemas numéricos, encontrada nesse

trabalho.

Por fim, também seria interessante, a implementação de uma abordagem con-

tendo mais de um componente no escoamento. Visto que, esse equipamento de

separação, na prática, recebe uma corrente multicomponente. Para isso, seria ne-

cessário modificar alguns modelos como de viscosidade e a condutividade térmica,

por exemplo.

5.1 Apêndice

5.1.1 Apêndice I

As aproximações de fluxo de Riemann

O método HLLC assume a possibilidade de existência de três ondas (rarefação

ou choque, contato e rarefação ou choque) separando quatro estados distintos do

espaço de solução do problema de Riemann [117]. O método estima o valor do fluxo

entre células a partir da estimativa das velocidades das ondas, sL para a da esquerda,

sR para a da direita e s∗ para a central. Portanto, o solver de Riemann aproximado

para o método HLLC em termos de variáveis conservadas (Ũ(x, t)) é apresentado
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na Equação 5.1 [104]:

Ũ(x, t) =



UL se
x

t
≤ sL

U∗L se sL ≤
x

t
≤ s∗

U∗R se s∗ ≤
x

t
≤ sR

UR se
x

t
≥ sR

, (5.1)

No caso do cálculo realizado para encontrar o fluxo numérico, onde os fluxos inter-

mediários precisam ser determinados (Equação 5.2):

FHLLC
i+ 1

2
=



FL se 0 ≤ sL

F∗L se sL ≤ 0 ≤ s∗

F∗R se s∗ ≤ 0 ≤ sR

FR se 0 ≥ sR

, (5.2)

Para a aplicação do método HLLC nas equações de Euler multidimensionais,

monofásicas e monocomponentes, Toro [104] emprega a caracteŕıstica da onda cen-

tral (contato): u∗R = u∗L = u∗ e p∗L = p∗R = p∗, e para as outras componentes da

velocidade: v∗L = vL; v∗R = vR e w∗L = wL;w∗R = wR. Além disso, é feita a consi-

deração de s∗ = u∗ na qual possibilita o cálculo direto da velocidade entre as ondas

à esquerda e à direita (u∗) a partir de s∗. Utilizando as propriedades intŕınsecas à

onda central, obtém-se a Equação 5.3 para s∗:

s∗ =
pR − pL + ρLuL(sL − uL)− ρRuR(sR − uR)

ρL(sL − uL)− ρR(sR − uR)
, (5.3)

Logo,torna-se necessário a estimava de sL e sR.

Depois disso, o fluxo entre células para a região central pode ser calculado pela

Equação 5.4 [104]:

F∗K = FK + sK(U∗K −UK) (5.4)

para K = L e K = R, com os estados intermediários das variáveis dados pela

Equação 5.5:

U∗K = ρK

(
sK − uK
sK − s∗

)


1

s∗

vK

wK
Etυ
ρK

+ (s∗ − uK)
[
s∗ + pK

ρK(sK−uK)

]


. (5.5)
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Finalmente, o fluxo entre células completo pode ser calculado pela Equação 5.2.

As Equações 5.1, 5.2, 5.3 e 5.4 mostradas para o método HLLC são desenvolvi-

das para serem empregadas independentemente da equação de estado adotada. A

equação de estado é importante nos modelos para estimar as velocidades da onda,

sL e sR. Para os casos multifásicos ou que a turbulência seja adicionada, a metodo-

logia HLLC deve ser adaptada, pois o número de autovalores do sistema aumenta e,

consequentemente, o número de ondas [104]. Dentre as metodologias desenvolvidas

para estimar as velocidades da onda, sL e sR, Davis [155] sugeriu duas maneiras

simples (Equações 5.6 e 5.7):

sL = uL − aL, sR = uR + aR, (5.6)

sL = min(uL − aL, uR − aR), sR = max(uL + aL, uR + aR). (5.7)

Embora as Equações supracitadas sejam simples, elas não são recomendadas para

uso em simulações [104]. Ademais, elas caracterizam uma dependência entre essa

estimativa e a equação de estado, que também determina como calcular a velocidades

do som a dadas temperatura e pressão. Para outras equações de estado, a estimativa

deve ser feita de maneira diferente, baseada nos autovalores obtidos pela nova matriz

Jacobiana considerando a nova equação de estado.

Uma outra maneira de estimar as velocidades da onda com maior aplicação

computacional, porém ainda dependente da equação de estado adotada, é baseada

nos autovalores médios de Roe [118] (Equação 5.8):

sL = ũ− ã, sR = ũ+ ã, (5.8)

em que ũ e ã são as velocidades do som e da part́ıcula média de Roe, dados por,

ũ =

√
ρLuL +

√
ρRuR√

ρL +
√
ρR

, ã =

[
(γ − 1)

(
H̃m

1

2
ũ2

)] 1
2

, (5.9)

com a entalpia por unidade de massa Hm aproximada como,

H̃m

√
ρLHm +

√
ρRHm√

ρL +
√
ρR

(5.10)

Dito isso, outro método para aproximação dos fluxos foi desenvolvido por Roe e

Pike [119] que segue a metodologia desenvolvida por Roe[118]. Nessa metodologia, a

matriz jacobiana do sistema original, A(U), é substitúıda por uma outra constante,

Ã(UL,UR) e é resolvido um novo problema de Riemann com base na Equação 5.11:
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Ut + ÃUx = 0. (5.11)

A estrutura geral dos métodos de Roe [118] calcula o vetor de variáveis con-

servadas pela Equação 5.12 e obtém o vetor fluxo entre células pela Equação 5.13.

∆U = UR −UL =
m∑
i=1

α̃iK̃
(i), (5.12)

Fi+1
2

=
1

2
(FL + FR)− 1

2

m∑
i=1

α̃i|λ̃i|K̃(i). (5.13)

Com isso, precisa-se estimar as forças da onda, α̃, os autovalores, λ̃i, e autove-

tores, K̃(i), caracteŕısticos da matriz jacobiana constante Ã.

Roe e Pike [119] fazem isso seguindo dois passos: linearização das leis de con-

servação para as variáveis conservadas em torno de um estado de referência, e pos-

terior estimativa das variáveis supracitadas pela Equação 5.14 em termos do vetor

de variáveis primitivas, W̃ = [ρ̃, ũ, ṽ, w̃, ã]T .

α̃i = α̂i(W̃); λ̃i = λ̂i(W̃); K̃(i) = K̂(i)(W̃), (5.14)

em que α̂i são as forças de onda em termos do estado linearizado.

Para as equações de Euler monofásicas e monocomponentes, o método Roe-Pike

fornece para α̂i (Equação 5.15) e para W̃ (Equação 5.16):

α̂i =



α̂1 =
1

2â
− [∆p− âρ̂∆u]

α̂2 = ∆ρ− ∆p

â2

α̂3 = ρ̂∆v

α̂4 = ρ̂∆w

α̂5 =
1

2â
[∆p+ âρ̂∆u]

, (5.15)

em que ∆p = pR−pL; ∆u = uR−uL; ∆ρ = ρR−ρL; ∆v = vR−vL e ∆w = wR−wL.
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W̃ =



ρ̃ =
√
ρLρR

ũ =

√
ρLuL +

√
ρRuR√

ρL +
√
ρR

ṽ =

√
ρLvL +

√
ρRvR√

ρL +
√
ρR

w̃ =

√
ρLwL +

√
ρRwR√

ρL +
√
ρR

H̃m

√
ρLHm +

√
ρRHm√

ρL +
√
ρR

ã =

(
(γ − 1)(H̃m

1

2
|ũ|

2
)

) 1
2

. (5.16)

Os autovalores, λ̂i, são os seguintes [104]: λ1 = û − â, λ2 = λ3 = λ4 = û e

λ5 = û+ â. Toro [104] também mostra os autovetores, K̂(i) (Equação 5.17):

K̂(1) =


1

û− â
v̂

ŵ

Ĥmûâ

 ; K̂(2) =



1

û

v̂

ŵ
1
2
|û|

2
)


; K̂(3) =


0

0

1

0

v̂

 ; K̂(4) =


0

0

0

1

ŵ

 ; (5.17)

K̂(5) =


1

û+ â

v̂

ŵ

Ĥmûâ

 .

5.1.2 Apêndice II

Algoritmo do Produto-Diferença (APD)

Ele foi introduzido por Gordon [141] e transforma uma sequência de momentos

em coeficientes de uma fração cont́ınua. Estes coeficientes podem ser usados para

calcular os pesos e abscissas através de um problema de autovalor correspondente.

Na primeira etapa do APD, é inicializada uma matriz B = (bij) ∈‖ R(2n+1)×(2n+1)

com os elementos da primeira e segunda colunas definidos da seguinte maneira:{
bi1 = δi1; i = 1, ..., 2n+ 1

bi2 = (−1)i−1mi−1; i = 1, ..., 2n
(5.18)
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Para os outros :

bij =

{
b1,j−1bi+1,j−2 − b1,j−2bi+1,j−1; i = 1, ..., 2n+ 2− j; j = 3, ..., 2n+ 1

0 ; casos restantes
(5.19)

É importante que esses momentos sejam de uma função peso com suporte no

eixo real positivo. Na próxima etapa, os coeficientes ci são determinados como:

ci =


m0; i = 1

b1,i+1

b1ib1,i−1

, i = 2, ..., 2n;
(5.20)

Agora pode-se construir uma matriz tridiagonal simétrica Ãn = (aij) ∈‖ Rn×n

como a mencionada anteriormente cujo os elementos são dados por:

βi =

{
c2; i = 1

c2i + c2i−1, i = 2, ..., n
, αi = −√c2i+1c2i ; i = 1, ..., n− 1 (5.21)

O sinal de menos dos termos fora da diagonal não afeta os autovalores, pois o

polinômio caracteŕıstico depende apenas dos quadrados desses elementos. Os pesos e

abscissas são agora dados pelos autovetores e autovalores correspondentes da matriz

(Aνi = riνi). Os pesos podem ser calculados através da primeira componente do

i-ésimo autovetor (νi1) pela expressão ωi = m0νi1, e as abscissas são os autovalores

da matriz supracitada[135].

Geralmente, o algoritmo de produto-diferença é usado com o QMOM. Entre-

tanto, JOHN e THEIN [135] descobriram que o algoritmo Chebyshev é considera-

velmente mais simples, mais robusto e menos restritivo comparado ao anterior.

Algoritmo Chebyshev

O desenvolvimento do algoritmo Chebyshev é apresentado da seguinte forma:

Considerando a relação de recorrência para Pi+1 e multiplicando-a por rm tem-se:

Pi+1r
m − Pirm+1 = −αiPirm − βiPi−1r

m (5.22)

Em seguida retirando os momentos da equação acima através da definição de

produto interno:

〈Pi+1, r
m〉 − 〈Pi, rm+1〉 = −αi〈Pi, rm〉 − βi〈Pi−1, r

m〉 (5.23)

Para fins de manipulações algébricas da equação acima, denomina-se Mi,m =
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〈Pi, rm〉 e obtém-se a equação :

Mi+1,m = Mi,m+1 − αiMi,m − βiMi−1,m (5.24)

Com as mudanças apresentadas, o algoritmo segue a formulação abaixo. Primei-

ramente, define-se M0,m = mm e M−1,m = 0, onde m é a potência dos momentos.

Em seguida pela definição de ortogonalidade (〈Pi , rm〉∀i > m) tem-se Mi,m = 0

Para o caso m = i− 1, obtém-se o coeficiente da relação de recorrência β:

βi =
Mi,i

Mi − 1, i− 1
(5.25)

Posteriormente, fazendo m = i e usando βi, calcula-se αi :

αi =
Mi,i+1

Mi,i

− Mi−1,i

Mi−1,i−1

(5.26)

Em resumo, o método de Chebyshev baseia-se no seguinte procedimento [133]:

1. Usando M0,m = mm; (m = 0, ..., 2n− 1)

2. Inicializar β0 = m0 e α0 =
M0,1

M0,0

3. Calcular M1,m para m = 1, ..., 2n − 2, com os valores de β0 e α0 obtidos no

passo anterior(em n = 0) através da relação Equação 5.24

4. Com duas linhas consecutivas (M0,m e M1,m) calcula-se os coeficientes α1 e β1

5. Repetir os passos 3 e 4 para i = 2, ..., n− 1 com m = i, i+ 1, ..., 2n− i− 1

No final do procedimento, obtém-se o conjunto de coeficientes αi e βi com i =

0, ..., n − 1 usados na matriz Ãi para calcular os pesos e abscissas da quadratura

com n pontos.

Com este algoritmo, o número de abscissas computadas é n =
j

2
quando se usa

j momentos.

dimensionalização de MCCOY e MADRAS [128]

Considerando que essa é a distribuição inicial, todos os cálculos são realizados no

tempo t = 0 e os valores escolhidos para o momento zero,µ0, e para o momento um,

µ1, tentam minimizar ao máximo sua influência na simulação, introduzindo apenas

uma molécula de raio 1× 10−9.

Φ(η, 0) =
f(r, 0)µ1(0)

(µ0(0))2
e η = r

µ0(0)

µ1(0)
, (5.27)
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com Φ(η, τ) como a função de distribuição normalizada, η como coordenada

interna normalizada. Já f(r, 0) e r são função de distribuição e a coordenada in-

terna não normalizadas respectivamente. Dito isso, o precedimento para cálculo dos

momentos dimensionais segue o seguinte racioćınio:

µa0 =

∫ ∞
0

Φ(η, 0)dη. (5.28)

Substituindo a Equação 5.27 na Equação 5.28 tem-se:

µa0 =
1

µ0(0)

∫ ∞
0

f(r, 0)dr, (5.29)

onde:
∫∞

0
f(r, 0)dr = µd0, µ0(0) = 1.0 e µ1(0) = 1 × 10−9. Analogamente, a

substituição é aplicada para todos os momentos supracitados.
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pońıvel em: <http://pubs.acs.org/doi/abs/10.1021/ie4033999>.

[148] MILLER, R. C., ANDERSON, R. J., KASSNER, J. L., etãl. “Homogeneous
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